1 Kinematika hmotného bodu

1.1 Polohovy vektor, rychlost, zrychlenie bodu
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Obr. 1.1

NajjednoduchSou zmenou, ktort mozno pozorovat v pripade telesa, je zmena
jeho polohy vzhladom k inému telesu v ¢ase. Tuto zmenu nazyvame pohybom.
Pri sktimani pohybu st délezité odpovede na dva typy otézok - ako sa pohyb
deje a preco sa deje. Odpoved na prvu otdzku déva kinematika, ktoré sa zaobera
matematickym popisom pohybu. Na druha otazku odpovedd dynamika, ktora
sktima, zavislost charakteru pohybu od jeho priciny.
samotné rozmery telesa. V tychto pripadoch je vyhovujticim priblizenim nahra-
denie celého telesa jedinym bodom, ktorému este priradime vlastnosti dolezité z
pohladu dynamiky, takZze budeme hovorit o tzv. hmotnom bode. Je to mysleny
objekt (model), ktory z hladiska vzajomného podsobenia s inymi objektmi ma
vlastnosti redlneho telesa, pri¢om jeho rozmery s zanedbatelné.
Poloha hmotného bodu v pravouhlej stiradnicovej stistave je uréené stradnicami
x, 1y, z. Ak hmotny bod meni svoju polohu v ¢ase, suradnice x, y, z st funkciami
casu

v=at), y=y@), z=2().

Polohu hmotného bodu mozno popisat aj pomocou polohového vektora 7 =
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7 (t):
F=7(t)F =i +yj + 2k,

kde i, j, k st konStantné jednotkové vektory, ktorych velkost je jedna a st
orientované pozdlZ stiradnicovych osi v smere ich kladnej orientécie (Obr.1.1).
Polohovy vektor je vektor s pociatkom v pociatku siiradnicovej stistavy a s kon-
covym bodom totoznym s aktuélnou polohou hmotného bodu. Sled poloh, ktoré
hmotny bod v priestore zaujima, nazyvame trajektoriou pohybu. Pre kvali-

Obr. 1.2

tativne rozlisenie a kvantitativne hodnotenie réznych mechanickych pohybov
definujeme dalsie fyzikalne veli¢iny, medzi ktoré patria predovsetkym rychlost
a zrychlenie.

Nech hmotny bod, ktory sa pohybuje z bodu P; s polohovym vektorom 7
do bodu P; s polohovym vektorom 7%, prejde za Casovy interval At drahu As
(Obr.1.2).

Priemernti rychlost pohybujiceho sa bodu definujeme vzfahom:

_ A
At

Us

Ak uvazujeme Coraz mens$iu priamu vzdialenost medzi bodmi P; a Ps, ¢asovy
interval At sa skracuje a rychlost sa blizi svojou hodnotou k okamzitej rychlosti
v v bode P1, ktora je definovana vztahom:

v= lim E—g
T At—0 At dt

So skracujtcim sa ¢asovym intervalom sa zmensuje rozdiel medzi Ar = |A7] =
|Fo — 71| a As a v limitnom pripade (At — 0) bude platit: dr = ds. Okamzita
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rychlost potom mozno vyjadrif vztahom:

ds
dt’

kde ds nazyvame elementarnou drdhou a dt elementarnym ¢asovym intervalom.
Vektor okamzitej rychlosti je definovany vztahom:

Pl A7 dr

U= lim — = —.

At—0 At dt

Okamzit4 rychlost v bode P; je teda prvou derivaciou polohového vektora po-
hybujticeho sa hmotného bodu v bode P; podla ¢asu. Z definicie vyplyva, Ze
rychlost ma smer doty¢nice k drahe pohybu v danom bode.

Vektor rychlosti moZno zapisat v zlozkovom tvare:

dy -

dj—i(ﬁ j+ E)—%W— T S S S «
at A T TER )t T g T gt T et T e T

6:

a pre prislusné suradnice vektora rychlosti plati:

ey d
Tde” YT A 7 de

Vg

Velkost rychlosti |0] = v vypoéitame zo vztahu:

— /2 2 2
V=4 /vg + vy +UZ

Smer vektora okamzitej rychlosti v stradnicovej stustave (0, z, y, z) moZno
charakterizovat uhlami «,, 8,, V., ktoré zviera vektor okamzitej rychlosti so
suradnicovymi osami z, y, z:

Vg Uy U,
cosay, = —, Cosf, = —, COSYy = —
v v v

Vo v8eobecnosti vektor rychlosti méze byt funkciou éasu. Na kvantifikovanie
zmeny rychlosti v ¢ase definujeme veli¢inu, ktord sa nazyva zrychlenie.

Ak oznacime Av zmenu rychlosti, ku ktorej doslo pocas ¢asového intervalu At
(Obr.1.3), priemerné zrychlenie definujeme vztahom:

A
At

—

Qs
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Obr. 1.3

OkamZité zrychlenie bodu v danom mieste potom definujeme vztahom:

= 1 Ay do 4%
a= lim —=—=—.
At—0 At dt de?
Okamzité zrychlenie sa teda rovna prvej derivécii rychlosti podla ¢asu alebo
druhej derivacii polohového vektora podla ¢asu.

Pre vektor zrychlenia v zlozkovom tvare postupne dostaneme:

dv  dvg- %# dvz~_d2x? 2y~ d%z-

= = —2%; + bl A i
a dt T ar? T az' A’ T
a= azf—&— aﬁ—&— aZE,
2 d 2 2
kdeaxzd;;:i%, ay:%:%7 az:dftz:%

Pre velkost a charakteristiku smeru zrychlenia platia analogické vztahy ako pre

vektor rychlosti:
a= /a3 +al+a2
a.

Qg ay
cosa, = —, C€O0Sf, =—, COS8Y,= —
a a

Pri studiu vSeobecného pohybu je ¢asto uzitocéné rozlozif zrychlenie d na tan-
gencialnu d; a normalova zlozku a,. Ako to vyplyva z nazvu, tangenciilna
zlozka zrychlenia d; je zlozka spadajtica do smeru doty¢nice (v smere jednotko-
vého vektora 7) v danom bode drahy a normadlova zlozka @, je na fu kolméa (v
smere jednotkového vektora ) (Obr. 1.4): Plati:
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Obr. 1.4

Vektor zrychlenia mozno vyjadrit pomocou defini¢ného vztahu takto:

dv  d (w7) dv +fudF
e (0P = — P4 —
dt dt dt dit

—

a=

Zlozka d; = %F je rovnobezna s doty¢nicou v skimanom bode.
Ukazeme, ze normalovéa zlozka zrychlenia je kolma na tangencialnu zlozku zrych-
lenia. Plati:

T-7T=1

Diferencovanim tejto rovnice postupne dostaneme:
d(7-7)=0,
27-d7 = 0.

Z poslednej rovnice vyplyva, ze plati 7Ld7T.
Zlozka a, = v‘é—? je teda kolma na tangencidlnu zlozku - je to normalova zlozka
zrychlenia.
Vztah pre normdlové zrychlenie méZzeme upravit pomocou tzv. polomeru kri-
vosti. Uvazujme v8eobecnt priestorovi krivku (Obr.1.5). Veli¢inu K, definovant
vztahom

o 18717 _ar

As—0 As ds ds

nazyvame krivost v danom bode. Jej prevratena hodnota R = % sa nazyva
polomer krivosti.
KedZe plati dr = d—RS, normalovéa zlozka zrychlenia sa d4 upravit nasledovne:

. dr dr ds1_ 2
p = V— = = = —1i.

a @ " "aRr"T R
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T

Ar,>At, =K, >K,

Obr. 1.5

Ak ziskané vysledky zhrnieme, dostavame pre jednotlivé zlozky zrychlenia vztahy:

dv_. V2
=—7, d,=—n.

R

Tangencidlne zrychlenie vyjadruje zmenu velkosti rychlosti a normélové zrych-
lenie zmenu smeru rychlosti.

Pri hodnoteni krivociarych pohybov ¢asto pouzivame uhlové fyzikalne veli¢iny.
Najprv popiSeme postup, ako priradime uhlu vektor. Vektor uhla je kolmy na
rovinu, v ktorej sa tento uhol vytvara. Jeho velkost (absolitna hodnota) sa
rovné velkosti tohto uhla. Vektor uhla je orientovany tym smerom, odkial sa
jeho vytvaranie javi proti smeru pohybu hodinovych ruéi¢iek (Obr.1.6): Velkost

i
£

Obr. 1.6

uhlovej drahy je uhol, ktory vytvara polohovy vektor pohybujiceho sa bodu s
nejakym pevne zvolenym smerom (napr. so smerom polohového vektora v mo-
mente pociatku merania ¢asu ¢t = 0). Vektor uhlovej rychlosti definujeme
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vztahom:

dg

dt’

kde dZ je vektor elementdrneho uhla opisaného polohovym vektorom (sprievo-
di¢om) za elementarny Gasovy interval dt.

Pomocou takto zavedenej uhlovej rychlosti mozno definovat uhlové zrychle-
nie:

o=

do  d?¢

dt — dt?

ako derivaciu vektora uhlovej rychlosti & podla ¢asu, alebo druht derivaciu
vektora uhlovej drahy @ podla ¢asu.

Pohyby rozdelujeme spravidla podla ¢asovej zavislosti velkosti rychlosti a podla
tvaru drahy. Z hladiska ¢asovej zmeny velkosti rychlosti potom hovorime o rov-
nomernom a nerovnomernom pohybe a z hladiska tvaru drdhy o priamoc¢iarom
a krivoc¢iarom pohybe.

V pripade pohybu v rovine, vSetky tri vektory - ¢, &, & lezia na spolocnej
priamke, ktora je kolmé na rovinu pohybu a na popis pohybu potom stacia
skalarne veli¢iny ¢, w, «, pre ktoré plati:

a=

de

w = E7
dw d%p
a=—=—.
dt de?

1.2 Niektoré typy pohybov

1.2.1 Priamocdiary pohyb

V pripade, Ze sa teleso pohybuje po priamke, napr. pozdiz jednej stradnicovej
osi, polohovy vektor, vektory rychlosti a zrychlenia lezia v jednej priamke, hovo-
rime o priamociarom pohybe a na popis takéhoto pohybu stacia dve skaldrne

rovnice:
v = /a(t)dt, s = /v(t)dt,

kde v je rychlost a s je poloha hmotného bodu v ¢asovom okamihu ¢.
Ak je zrychlenie telesa nulové, ide o priamocdiary rovnomerny pohyb popi-
sany rovnicami:

v =19, §=1v9t+ So.
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Ak je zrychlenie hmotného bodu konstantné (a = konst.), rovnice nadobudni
tvar:

1
v = at + vy, 5:§at2+v0t+50,

kde wvg je rychlost a sg dréha v ¢ase t = 0.

V pripade, Ze vektor rychlosti a zrjchlenia maji rovnakt (opacént) orientaciu,
hovorime o priamoéiarom rovnomerne zrychlenom (spomalenom) po-
hybe.

Pri vertikdlnom pohybe v gravitanom poli (¢ = g), tieto pohyby nazyvame
volny pad (vg = 0), vrh zvisly nadol (¥ | ¢ |), vrh zvisly nahor (1 g ).

1.2.2 Pohyb po kruzZnici

Pohyb po kruznici je zvlastny pripad krivociareho pohybu. Ide o rovinny
pohyb, ktorého trajektéria mé tvar kruznice v danej rovine. Priamka vedena
stredom tejto kruznice kolmo na jej rovinu sa nazyva os otaCania (rotacie).
Polohovy vektor bodu vzhladom na stred kruznice (sprievodi¢) mé v tomto
pripade konstantni velkost, avSak jeho smer v rovine drahy sa meni.

Lahko mozeme ukézat, ze polomer krivosti je totozny s polomerom kruhove;
drahy. Staci si uvedomit, Ze sprievodi¢ a vektor 7 opisu rovnaky uhol (Obr.1.7).
Dlzku tiseku kruznice s, pri ktorom opise sprievodi¢ uhol ¢, mozno vyjadrit

L7)
7
dt
g K \"
Obr. 1.7

vztahom: s = ry, kde r je polomer kruznice. Pre elementéarny tsek ds potom
plati: ds = rdy. Kedze vektory 71, 72 s jednotkové vektory, pre velkost dr =
|d7| plati: dr = |71 |de = de (Obr.1.7).

Elementérny tisek ds teda moZno vyjadrit ako ds = rdy = rdr a pre polomer
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kruznice plati vztah % = %, ktory je defini¢nym vztahom pre polomer krivosti.
Pri pohybe po kruznici je teda polomer krivosti zhodny s polomerom kruznice.
Ako bolo uvedené v predchadzajucej Casti, vektory J, &, @ leZia na tej istej
priamke, kolmej na rovinu pohybu, pretoze pohyb po kruznici je pohyb v rovine,

a teda vystac¢ime so skalarnym popisom, t. j:
dy
w=—
dt
d d?
N
dt de?

Kedze plati ds = rdp, Tahko mozno néjst stvis medzi velkostami obvodovej a
uhlovej rychlosti:

ds rde
V= — = — =Tw.
dt dt
Pre tangencialne zrychlenie potom plati:
dv dw
a=— =r— =rao.
PTdr o at
Pre norméalové zrychlenie dostaneme:
2
v
an = — = rw?.

r

Periodu alebo dobu obehu T' definujeme ako ¢asovy interval, ktory hmotny
bod potrebuje na jeden obeh pri danej uhlovej rychlosti, t.j:

2

wl'=2nr=T = il

w
Frekvencia f = % = 5= je pocet otacok za sekundu.
Ak je zavislost uhlového zrychlenia od ¢asu zndma, mozno urcit zavislost uhlove;j
rychlosti od ¢asu, pretoze plati:

dw
oz—g:w—/a(t)dt.

Analogickym sposobom mozZno zo zndmej zavislosti uhlovej rychlosti pohybuju-
ceho sa telesa od ¢asu odvodit zavislost uhlovej drdhy od ¢asu, pretoze plati:

dy
w—azﬂp—/w(t)dt.
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Ak je uhlové zrychlenie hmotného bodu konStantné, hovorime o rovnomerne
zrychlenom (spomalenom) pohybe po kruZnici. Pohyb moZno popisat
rovnicami:

1
w = at + wo, <p:5at2—|—wot+<po,

kde wg a ¢ st uhlova rychlost a uhlova draha v éase t = 0.
Ak je uhlové zrychlenie nulové, teleso sa pohybuje po kruZznici rovnomernym
pohybom, pre ktory platia rovnice:

w:w0790:w0t+5007

kde wg a ¢ st uhlové rychlost a uhlova drédha v éase t = 0.

KedZe sa hmotny bod v tomto pripade pohybuje po kruZnici konstantnou rych-
lostou, tangenciilne zrychlenie je nulové, pretoze % = 0. Na rozdiel od priamo-
¢iareho rovnomerného pohybu, pri rovnomernom pohybe po kruznici ma hmotny
bod nenulové celkové zrychlenie, a to zrychlenie normalové (dostredivé), ktoré
charakterizuje zmenu smeru vektora rychlosti.

Vektorovy popis stvisu medzi obvodovou a uhlovou richlostou a uhlo-
vym zrychlenim

Napriek tomu, ze pohyb po kruznici je rovinny pohyb, je niekedy uzito¢né po-
uzit vektorovy popis. Vzajomné orientacia prislusnych vektorov je zndzornena
na Obr.1.8.

A
10
v
C i
Obr. 1.8

Vektory ¥, &, 7 st na seba kolmé, ich vzajomny stvis mozno vyjadrif vektoro-
vym sicinom:
T=&XT
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Pouzitim tohto vzfahu dostavame pre zrychlenie:

S AT d (o A8y oy o dF
a—dt—dt(wxr—dtxr—i—wxdt_
:&XF+QXU:@XF+&x(wxr>

Pre tangenciadlnu a normélovt zlozku zrychlenia plati:
S o
t —=a X7T,
dn =W XT=0 X (JXT7),

pretoze vektor & x 7 ma smer vektora ¢ a vektor @ X (& x ) mé opaény smer

ako vektor 7.
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2 Dynamika hmotného bodu

2.1 Newtonove pohybové zakony

Dynamika hlada odpoved na otédzku ¢o zapriciniuje pohyb a aky bude pohyb, ak
je zndma jeho pricina. Pri¢ina zmeny mechanického pohybu telies tkvie vo vza-
jomnom posobeni telies alebo ich ¢asti, pricom povod posobeni moéze byt rozny.
Vzéjomné posobenie telies moZzno popisat pomocou jediného pojmu nazvaného
sila.

Dynamika je zalozena na troch zakladnych principoch, ktoré vyslovil v r. 1678
Isaac Newton a ktoré sa nazyvaju Newtonove pohybové zakony.

2.1.1 Prvy Newtonov zdkon (zdkon zotrvaénosti)

Teleso zotrvava v pokoji alebo rovnomernom priamociarom pohybe,
kym nie je niitené vonkajsimi silami tento stav zmenit.

Tento zékon nemoZno priamo overit, lebo nemozno vytvorit také podmienky,
aby na nejaké teleso neposobili iné materidlne objekty. Je vysledkom zovseobec-
nenia pozorovani potvrdzujtcich jeho spravnost. Relativny pokoj mnohych telies
okolo nas si vysvetlujeme ako vysledok vzajomnej kompenzécie roznych silovych
uc¢inkov posobiacich na dané teleso.

Vzhladom na relativnost pohybového stavu, t.j. zdvislost veli¢in charakterizuju-
cich pohybovy stav (rychlost, zrychlenie) na volbe konkrétnej vztaznej ststavy,
vysSie uvedend formulacia I. Newtonovho zakona implicitne predpoklada exis-
tenciu ststavy ¢i suistav, na ktoré je jej platnost viazana. St to ststavy, ktoré st
vzhladom na seba v pokoji alebo v rovnomernom priamociarom pohybe. Takéto
stustavy budeme nazyvat inercialnymi.

2.1.2 Druhy Newtonov zékon (princip sily

Ako vieme, pri rovnomernom priamociarom pohybe je rychlost konstantnym
vektorom a zrychlenie je nulové. Je teda prirodzené predpokladat, Zze pdsobe-
nim sily teleso ziska urcité zrychlenie. Sila, podobne ako zrychlenie, bude potom
vektorovou veli¢inou. O stvise medzi silou a zrychlenim vyslovuje 2. Newtonov
zakon nasledovné tvrdenie:

Zrychlenie, ktoré urcitd sila hmotnému bodu udeluje, je priamo imerné poso-
biacej sile a ma smer posobiace] sily.

Ak budeme posobit na rozne telesd rovnakou silou, zistime, ze ziskaju spravidla
rozne zrychlenia. Tieto telesd sa lisia dalSou objektivnou vlastnostou, ktori na-
zyvame hmotnost. Sktisenost ukazuje, Ze ak chceme dosiahnut rovnaké zrych-
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lenie u roznych telies, musime na telesd posobit tym viicéSou silou, ¢im je vicsia
hmotnost prislusného telesa. Stivis medzi silou, zrychlenim a hmotnostou mozno
vyjadrit rovnicou:

3=

a

2. Newtonov pohybovy zakon sa zvycCajne vyjadruje v tvare:

—

a.

Il
3

Sila F je priamo Gmerna stéinu hmotnosti telesa m a zrychlenia d,
ktoré tato sila vyvolava.

V ststave SI mame pre mechaniku tri na sebe nezavislé zakladné jednotky: kilo-
gram (kg) pre hmotnost, meter (m) pre dizku a sekundu (s) pre ¢as. Jednotkou
sily je 1 Newton. Je to taka sila, ktora telesu o hmotnosti 1 kg udeluje zrychlenie
1 ms™2.

Nech sa hmotny bod hmotnosti m pohybuje rychlostou ¥. Definujeme hybnost
P hmotného bodu ako dynamickt mieru jeho pohybu:

p=mv (kgms ™).

Zmenu charakteristiky pohybového stavu - hybnosti v ¢ase mozno vyjadrif na-
sledovne:

dp  d (m7) dm N dv
—_— = — (V) = —v m—-.
dt dt dt dt
V $pecidlnom pripade, ak sa hmotnost telesa v ¢ase nemeni, plati:
dpr d (m) dv .
— = — (mv) =m— =ma
dt  dt dt ’

ale v8eobecne mozno 2. Newtonov zdkon napisat v tvare:

F=
dt

Zmena hybnosti hmotného bodu je priamo tmerna vonkajSej sile,
ktora na hmotny bod p6sobi. Toto vyjadrenie 2. Newtonovho pohybového
zékona je najvSeobecnejSie - plati v nezmenenom tvare aj v Specialnej teorii
relativity.
Princip zotrva¢nosti potom mozno formulovaf nasledovne: hybnost hmotného
bodu, na ktory nepoésobia ziadne vonkajsie sily, zostava v Case nemenna, ¢o
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. . . 2 . dp _ P P P v
moZno matematicky vyjadrit rovnicou 3z = 0, t.j., p'= konst.. Princip zotrvac-
nosti teda vyjadruje zédkon zachovania hybnosti pre hmotny bod.

2. Newtonov zdkon mozno vyjadrit vektorovou rovnicou, z ktorej postupnym

prenasobenim jednotkovymi vektormi ¢, j, k dostaneme tri skaldrne rovnice:
e =Fy, may=F,, ma,=1F,.

Ak je znama vonkaj$ia sila, rieSenim tychto rovnic ziskame charakteristiky me-
chanického pohybu hmotného bodu - zavislost rychlosti hmotného bodu od ¢asu
a dalsim integrovanim zévislost polohy od ¢asu, preto 2. Newtonov zakon nazy-
vame pohybovou rovnicou. A naopak, zo znameho priebehu polohy, pripadne
rychlosti, moZno ur¢it vonkajsiu silu, ktora pohyb zapri¢inila.

Pohyb telesa v gravitacnom poli Zeme - Sikmy vrh

|
\ 4
v

Obr. 2.1

Nech je teleso vrhnuté poc1atocnou rychlostou ¥y pod uhlom « (Obr.2.1). Na
teleso posobi tiazova sila G= —mgj a pohyb sa deje v rovine zy. Suradnicova
sustavu zvolime tak, Ze v ¢asovom okamihu ¢t = 0 je o = yg = 0. Vektor po-
Giatoénej rychlosti mozno vyjadrit ako vektorovy stucet dvoch na seba kolmych
zloziek:
To = Vot + VoyJ,
pricom
Ugy = VpCOSQ a gy = Ugsina.
Pohybové rovnice potom nadobudni tvar:

dv, dv
Fm:mﬁzo, Fy—md—ty:—mg.
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7 prvej rovnice dostaneme
dv, =0, v, = v = vgcosa

a integrovanim druhej rovnice

t

Vy
dvy = —gdt, /dvy = /—gdt = vy, =vgsina—gt
’L)oy 0

Ziskali sme zéavislost zloziek rychlosti telesa od ¢asu. Dal$im integrovanim zis-
kame zavislost stradnic od ¢asu:

1
T =vgtcosa, Y =votsina — ith.

Ak z tychto dvoch rovnic vylaéime ¢as (vyjadrime ho z prvej rovnice a dosadime
do druhej), dostaneme matematické vyjadrenie krivky pohybu:

y = xtga — 9 2
208 cos? a
¢o je rovnica paraboly.

2.1.3 Treti Newtonov zékon (princip akcie a reakcie)

Tento zakon umoznuje prechod od dynamiky jedného hmotného bodu k dyna-
mike ststavy hmotnych bodov a hovori: sily, ktorymi na seba pdsobia dve
telesa, si1 rovnako velké opa¢ného smeru.

Nech Fis je sila, ktorou pdsobi hmotny bod 1 na hmotny bod 2 a sila Fy je
sila, ktorou poésobi hmotny bod 2 na 1, potom plati:

Fy = —Fpo.

Sily akcie a reakcie lezia na spolo¢nej priamke. Tato skuto¢nost moZno mate-
maticky vyjadrit pomocou veli¢iny moment sily, ktort zavedieme neskoér. Sily
akcie a reakcie pdsobia vidy na rézne telesa, preto ich nemozno séitat
do vyslednej sily a nem6Zu sa navzajom rusit.

Poznamka
Ked na hmotny bod pdsobi stcéasne niekolko sil, potom sa vysledné zrychlenie
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hmotného bodu rovné vektorovému suctu zrychleni, ktoré by tomuto bodu ude-
lili tieto sily samostatne.
Tento empiricky poznatok vyjadruje tzv. princip nezavislosti pdsobenia sil.

Plati: . .
a’:Za’iZZ%Z% = F=) F=mad

Je teda vidiet, Ze sticasné posobenie viacerych sil je rovnocenné s poésobenim
jedinej sily, tzv. vyslednice sil, ktord sa rovna vektorovému suctu jednotlivych
sil.

Toto tvrdenie plati samozrejme aj naopak: dant silu moéZzeme rozlozit na sily,
ktorych vektorovy sicet sa rovna danej sile.

2.2 Casovy a drahovy ué¢inok sily

Aj ked sa vicéSina problémov v dynamike d4 riesit pomocou Newtonovych pohy-
bovych zdkonov, pretoze to st najvseobecnejsie zakony, v niektorych pripadoch
je takéto riesenie dost zdlhavé. Na zjednodusenie rieSenia boli z pohybovych
zdkonov odvodené niektoré dalsie stvislosti.

Pohybovéa rovnica

- dv
= m—
dt
sa da zapisat v tvare
mdv = Fdt.

Integrujme tuto rovnicu od okamihu ¢t = 0, kedy sila zacala pdsobif na hmotny
bod, ktory mal v tomto okamihu rychlost ¥, po okamih ¢, kedy m4 hmotny bod

rychlost o
7 t
/ mdv = / Fdt,
To 0

z tejto rovnice dostaneme
t
muv — miy = /ﬁdt.
0
Prava strana tejto rovnice vyjadruje tzv. ¢asovy ucinok sily - impulz sily

I= ﬁdt, takze predchadzajicu rovnicu mozno zapisat:

o o

7—po=1.
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Zmena hybnosti spdsobend vonkajSou silou pocas ¢asového intervalu t je uréend
¢o do velkosti i smeru impulzom sily.

Videli sme, Ze G¢inok sily na pohyb hmotného bodu sa dal kvantitativne posudit
pomocou ¢asového intervalu, pocas ktorého sila na bod pdsobila, vychadzajic
z 2. pohybového zakona. Podobne, vychadzajic z toho istého zakona, sa da
posudit uéinok posobiacej sily pomocou dréhy, pozdlZz ktorej na hmotny bod
posobi - tzv. drahovy Gcinok sily.

Pohybovt rovnicu v tvare

dv =
m-— =
dt
vynasobme skaldrne elementarnym vektorovym posunutim di:
dv .
m— -dr'=F - dr.
dt
Lavéa strana rovnice sa dé zapisat v tvare:
dv dr
m— -dr = m— - dv = mv - d¥ = movdv
dt dt

pretoze plati d (7 - ¥) = 20 d7 a stcasne d (v?) = 2vdv. KedZe ¥ ¥ = v?, potom
je v dv = vdv.
Po dosadeni dostaneme

mudv = F - dF.

Ak sila pdsobi na bod po drahe, ktorej pociatoény bod je urceny polohovym
vektorom 77 a koncovy bod polohovym vektorom 75, pricom velkost rychlosti
bodu v pociatocnom bode posobenia sily je v; a v koncovom bode je va, po
integrovani poslednej rovnice dostaneme

1 .
—mvs — —mui = /F -dr. (2.1)

Vyraz %mv2 je kineticka energia F; hmotného bodu hmotnosti m pohybujiceho

sa rychlostou v. Na lavej strane poslednej rovnice je rozdiel kinetickych energii
hmotného bodu na konci a na zaciatku pdsobenia sily, ktory vyjadruje vysledok
posobenia sily po drahe.

Vyraz na pravej strane je definiciou prace W:

T2 s s
W:/ﬁ-df':/‘ﬁ‘ |dF]cosa:/Fdscosoz,
& 0 0
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kde « je uhol medzi vektormi F adr. Aksila F , posobiaca na hmotny bod, mé
nenulova zlozku (F cosa # 0) spadajicu do smeru posunutia d7, kond pracu.
Préca je teda drahovym tcéinkom sily.

Rovnica (2.1) sa nazyva aj veta o kinetickej energii a hovori, Ze ak na hmotny
bod posobi sila pozdlz nejakej dréhy, tato sila vykona pracu, ktora sa prejavi v
zmene kinetickej energie bodu.

Jednotka prace a kinetickej energie je rovnaka - joule: 1J = 1kgm?s~2.
Vo fyzike, ale aj v praktickom Zivote, nas ¢asto zaujima nielen velkost vykonane;
prace, ale tiez Casovy interval, za ktory sa praca vykonala. Na charakterizovanie
tejto skutoc¢nosti pouzivame veli¢inu nazyvanta vykon.

Priemerny vykon definujeme vzfahom:

AW
s — At bl
teda ako podiel celkovej prace AW vykonanej pocas ¢asového intervalu At a
tohto ¢asového intervalu.

Vo v8eobecnosti praca nemusi byt vykondvana rovnomerne v Gase a je preto
uzitoéné zaviest tzv. okamzity vykon:

aw
dt’

pricom dW je elementarna praca vykonana za elementarny ¢asovy interval dt.
Tento vyraz mozno upravit nasledovne:

P:dW_F-dF

W - a b

Okamzity vykon teda moZno vyjadrit skaldrnym sti¢inom sily a rychlosti, ktorou
sa posobisko sily pohybuje.
Jednotkou vykonu v SI je watt (1 W = 1Js7' = 1 kgm?s~3).

2.3 Potencialna energia, zakon zachovania mechanickej ener-
gie

2.3.1 Potencialna energia

7 vety o kinetickej energii vyplyva, Ze ak sila posobi v smere pohybu hmotného

bodu - jej praca je kladné, kinetickéd energia bodu vzrastie; ak sila pésobi proti
pohybu hmotného bodu - jej praca je zaporna, kineticka energia bodu sa zmensi.
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Obr. 2.2

Majme gulocku - hmotny bod pripevneny na koniec pruziny a tahom ruky ju
premiestnime z polohy 1 do polohy 2 po drahe s ako je to na Obr.2.2.
V oboch krajnych polohdch mé guldcka nulova kineticki energiu, takZe napriek

2
tomu, zZe sme vykonali pracu W, = f F,ds, kinetické energia gulocky sa nezme-
1

nila, gulocka je v pokoji. To je mozné v stlade s 1. pohybovym zikonom len
tak, Ze existuje sila F' (pruzné sila pruZiny), pre ktoru plati:

F,+F=0 = F=-F,

Nami vykonand préca sa prejavi v tom, Ze sa gulocka premiestni z polohy 1 do
polohy 2 (pruzina je natiahnutd). Ked tah ruky postupne zmensujeme, pruzina
vrati gulocku do podiatocnej polohy 1. Teda napité pruzina (k jej napétiu bolo
potrebné vykonat vonkajsiu pracu) mé schopnost konat pracu, ¢o sa prejavi pri
premiestneni hmotného bodu z miesta 2 do miesta 1.

Celkova praca sil posobiacich na hmotny bod je v tomto pripade nulova, ale
pracou vonkajsej sily hmotny bod upevneny na pruzine ziskal schopnost konat
pracu, teda mé urcitt formu energie, aj v pripade, ze je v pokoji. Tuto energiu
nazyvame potencialna energia.

Potencidlnu energiu mozno definovat len v poli konzervativnych sil. Sila je
konzervativna, ak zavisi iba od polohy a praca vykonana touto silou zavisi iba
od podiatoéného a koncového bodu drahy, pozdlz ktorej sila poésobi na hmotny
bod. Praca teda nezévisi od dlzky a tvaru prejdenej dréhy. To znamena, Ze
praca vykonana pozdlz uzavretej dréhy je nulova. Je treba si uvedomif, Ze na
rozdiel od kinetickej energie, potencialna energia hmotného bodu zavisi nielen
od charakteristik hmotného bodu, ale aj od vlastnosti silového pola (v tomto
pripade pruziny). Preto sa pre potencidlnu energiu nedd uréit jediny koneény
vyraz ako pre kinetickil energiu.

Zmenu potencialnej energie hmotného bodu pri jeho premiestneni z miesta
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1 do miesta 2 v poli konzervativnej sily F definujeme vztahom:

2

2
AE,,:W,,:/ 1,-df:f/ﬁ.df:
1

Podla uvedenej definicie predstavuje zmena potencidlnej energie pracu vonkaj-
Sich sil potrebnii na premiestnenie telesa medzi danymi dvoma polohami za
neustalej rovnovahy vonkajsej sily a sily pola. Mozeme vSak uréit len zmenu
potencidlnej energie a ak chceme hovorit o potencialnej energii v danom mieste,
musime si zvolit jej hodnotu v jednom bode. Inymi slovami potencidlna energie
je uréend s presnostou na lubovolna aditivnu konstantu.

Pre elementarnu zmenu potencialnej energie zrejme plati:

dE, = —F - dF.

Ak pozname potencidlnu energiu hmotného bodu v poli nejakej konzervativnej
sily, pomocou nasledovného stivisu mézeme urcit podsobiacu silu:

L7 = dEB, = 222 de + 22 dy + 2 dz =

R ﬁ) : (dxﬂ dyj + dzE) =

a teda

Potencialna energia telesa v malej vyske v gravitacnom poli Zeme

Jednym z najznamejsich pripadov pola konzervativnych sil je gravitacné pole.
Vyjadrime zmenu potencidlnej energie telesa hmotnosti m pri jeho preneseni
z miesta 1 vo vyske h; nad zemskym povrchom do miesta 2 vo vyske ho nad
zemskym povrchom (Obr. 2.32.3). Obidve vysky st ovela mensie ako je polomer
Zeme. Pri premiestneni telesa vykonaju vonkajsie sily pracu W, ktora sa rovna
narastu potencialnej energie telesa v gravitacnom poli:

2 2
WU:AEp:fFU~dF:f‘FU
1 1

|d7] cos @ =

ho
= [mgdscosa = [ mgdh = mghy — mghy,
h1
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Obr. 2.3

pretoze plati

% = cosa = dscosa = dh.
ds

Vykonana praca a zmena potencialnej energie nezavisi od tvaru ani dizky tra-
jektorie, ale zavisi iba od pociato¢nej a konec¢nej polohy telesa v gravitaénom
poli.

Pre potencidlnu energiu telesa hmotnosti m, ktoré je v nie velkej vyske h nad
zemskym povrchom, vzhladom na povrch Zeme plati:

E, = mgh.

2.3.2 Zakon zachovania mechanickej energie

7 definicie potencialnej energie pre pracu sil v konzervativnom silovom poli a z
vety o kinetickej energii modZzeme pisat:

~AE, =W, AE,=W,

kde
AE, =E, —E,, AE,=En—En

a z rovnosti pravych stran prvych dvoch rovnic dostaneme:
— (Ep2 — Ep1) = B2 — Ega,

alebo
B+ Ep = Eyo + Eps.



24 2 DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

Ak definujeme celkovii mechanicku energiu E telesa ako sucet kinetickej a
potencialnej energie
E=E,+E,,

potom z poslednej rovnice pre mechanicki energiu telesa v poli konzervativnych
sil plati:
E = E, + E, = konst..

Celkova mechanickd energia telesa, na ktoré posobia len konzervativne sily,
ostava konstantna, teda celkova mechanicka energia v poli konzervativnych sil sa
zachovéva. Tento vysledok sa nazyva zakon zachovania mechanickej ener-
gie pre konzervativne sily. Je zvla§tnym pripadom vSeobecného zékona - zakona
zachovania energie: celkova energia izolovanej sustavy (vSetky vonkajsie po-
sobenia na fiu st nulové) je konstantnd, rozne formy energie sa vSak vo vnutri
ststavy mozu vzajomne menif jedna na druhd. Zikon zachovania energie patri
medzi niekolko zdkladnych najvSeobecnejsich prirodnych zédkonov.

Zakon zachovania mechanickej energie v gravitacnom poli Zeme

a) Zvisly vrh nahor

Hmotny bod hmotnosti m bol vrhnuty zvisle nahor. Pohybuje sa rovnomerne
spomalenym pohybom az do maximélnej vysky A,qz, potom padd volnym pé-
dom na zemsky povrch. Pre Iubovolné dva body, napr. bod 1 vo vyske h; kde
mé hmotny bod rjchlost v; a bod 2 vo vyske hso, s rychlostou hmotného bodu
vg, plati podla zdkona zachovania mechanickej energie hmotného bodu v gravi-
ta¢nom poli Zeme:

E, =E,

By +Ep = B+ Epp

1 1
§mvf + mghy = imvg + mgha.

Pri pohybe nahor teda kinetickd energia hmotného bodu klesé, pretoze jeho
rychlost sa zmenSuje aZ po maximalnu vysku, kde je rychlost a teda aj kineticka
energia nulova, a stcasne potencidlna energia sa zvicsuje s rasticou vyskou az
po maximalnu vysku, kde je potencidlna energia maximélna. Od tohto bodu
padé volnym padom, pridom s klesajicou vyskou klesd potencidlna energia az
na nulu v bode dopadu a stcasne rastie s rychlostou aj kinetickd energia az na
svoju maximalnu hodnotu v bode dopadu.
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Ak teda bodom 1 je maximalna vyska h.,,..; a bodom 2 je bod dopadu, kde
rychlost ma hodnotu vy, zo zdkona zachovania mechanickej energie mame:

O+Epmax - Ekmax+0

1

_ 2
mghmax = §mvmax.

b) Sikmy vrh

Pomocou zédkona zachovania mechanickej energie hmotného bodu hmotnosti m
vrhnutého $ikmo nahor pod uhlom « v gravitaénom poli Zeme moZeme velmi
jednoducho ziskat hodnotu maximalnej vysky hmotného bodu pri tomto pohybe.
Zapiseme celkovii mechanickt energiu bodu v mieste dopadu (alebo vrhnutia),
ked je potencidlna energia nulova (vyska je nulovd) a rychlost je rovna pocia-
to¢nej rychlosti vy a v bode maximalnej vysky A.nqz, kedy rychlost hmotného
bodu mé iba z-ovi zlozku v, (y-ova zlozka rychlosti je v tomto mieste nulova)
a dame ich do rovnosti:

1 1
fmvg +0= fmvg 4+ mghmax,

2 2

celtl rovnicu mozno predelif hmotnostou m (maximélna vyska nebude zavisiet
od hmotnosti) a po tGprave dostaneme:

1
2 2
hmax = @ (/UO - /Uz) .
Po dosadeni v, = vg cos o dostaneme pre maximélnu vysku vztah:

hmax = 25" (1 —cos’a) = %vg sin? a.
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4 Dynamika tuhého telesa

4.1 Pohybové rovnice a podmienky rovnovahy tuhého te-
lesa

Dokonale tuhé teleso je Specidlnym pripadom stistavy hmotnych bodov, v ktorej
sa vzajomnd vzdialenost hmotnjch bodov nemeni. Hmotné body st tak blizko
seba, ze hmotnost tuhého telesa povazujeme za spojito rozlozent.
Pohybové rovnice (veta o pohybe taziska a veta o momente hybnosti), tak ako
sme ich odvodili pre sastavu hmotnych bodov, platia i v pripade tuhého telesa a
spolo¢ne tplne charakterizuju pohyb tuhého telesa. V pripade spojitého telesa
je ale potrebné diskrétny stcet nahradit spojitym, t.j. integraciou.
Matematické vyjadrenie vety o hybnosti a vety o momente hybnosti teda je:
F=¥ -4
dt dt
Ked je teleso v pokoji, rychlost a zrychlenie jeho faziska sa rovnaji nule, takze
podla prvej rovnice aj sucet vSetkych sil na teleso pdsobiacich sa rovna nule.
Ked je teleso v pokoji, nule sa rovnd aj jeho celkovy moment hybnosti a teda aj
jeho Casova zmena. Z druhej rovnice potom plynie, ze aj sii¢et momentov vset-
kych vonkajsich sil na teleso posobiacich sa rovna nule a to vzhladom na kazdy
bod, lebo ak stcet vonkajsich sil sa rovna nule, stéet ich momentov vzhladom
na kazdy bod je rovnaky.
Podmienkou rovnovahy tuhého telesa teda je aby vektorovy stcet vSetkych sil
a vektorovy sucet ich momentov vzhladom na Iubovolny bod sa rovnali nule.
Dalej sa budeme zaoberaf otid¢avym pohybom tuhého telesa. Budeme uvazo-
vat otacavy pohyb telesa v suradnicovej ststave, kde os otd¢ania nemeni svoju
polohu a budeme tento pohyb nazjvat otdcanim okolo pevnej osi. Pri otaca-
vom pohybe telesa sa vSetky jeho body pohybuji po kruzniciach, pricom stredy
tychto kruznic lezia na priamke, ktora sa nazyva os otacania. Kruznice lezia v
rovinach kolmych na os otac¢ania. V danom c¢asovom intervale opisu vsetky body
rovnaky uhol a teda maju rovnakt uhlova rychlost. (Pri posuvnom pohybe sa
pohybuju vsetky body telesa po priamkach a v danom ¢asovom intervale prejda
rovnaki vzdialenost - majt rovnaku rychlost).

4.2 Kineticka energia telesa rotujuceho okolo pevnej osi

Ak sa tuhé teleso otdca okolo pevnej osi, jeho Iubovolny hmotnostny element
dm sa pohybuje po kruznici polomeru r (Obr.4.1). Pre kinetickt energiu tohto
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elementu moZeme pisat:

Obr. 4.1

1
dE) = ivzdm,

kde v je rychlost elementu dm. Celkova kinetické energia telesa pri otdéavom po-
hybe sa rovné stctu kinetickych energii vSetkych jeho hmotnostnych elementov,

t.J.,
1 1
B, = /dE;€ = /§v2dm= §/v2dm.

Ak vyuzijeme stvis medzi obvodovou a uhlovou rychlostou v = rw, a uvedomime
si, ze uhlova rychlost je rovnakd pre vSetky elementy, dostaneme:

1 1 1
E, = 3 /dm (wr)? = §w2 /erm = §w21'

Veli¢ina definovana integralom
I= / r2dm

sa nazyva moment zotrvacnosti. V pripade otacajuceho sa telesa je to mo-
ment zotrvacnosti vzhladom na os otdcania. Je mierou zotrvaénych vlastnosti
otacajuceho sa telesa, podobne ako fiou je hmotnost pri postupnom pohybe. Z
definicie je vidief, Ze moment zotrvac¢nosti nezavisi iba od hmotnosti telesa, ale
aj od jej rozloZenia vzhladom na os otacania.
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Ak teleso nie je upevnené a pdsobia nan vonkajsie sily, moze jeho fazisko konat
postupny pohyb a celé teleso modze konat aj otacavy pohyb okolo osi prechadza-
jucej taziskom.

V tomto pripade sa vysledné kinetickd energia pohybujiceho sa telesa rovna
stucétu kinetickej energie rotacie okolo osi prechadzajucej taziskom a kinetickej
energie postupného pohybu spojeného s pohybom faziska

1 1
Ek: = 5_[0(,{)2 + imv%

Steinerova veta. Na vypocet momentu zotrvacnosti roznych telies sa vyuziva

Obr. 4.2

Steinerova veta, ktora hovori, ze ak I je moment zotrvacnosti telesa hmotnosti
m vzhladom na Tubovolnt os a I je jeho moment zotrvacnosti vzhladom na os
prechadzajicu faziskom a rovnobeznd s prvou osou, pricom vzdialenost oboch
osi je a (Obr.4.2), potom plati:

I =1y +mad?.

4.3 Moment hybnosti, pohybova rovnica rotujaceho telesa

Budeme uvazovat symetrické teleso, ktoré sa otdca okolo osi symetrie. Prispevok
do celkového momentu hybnosti od Iubovoného elementu hmotnosti dm je

dL = 7 x df = 7 x #dm,
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dL—S' di:
| I
dL,, dL,
o/ ¥

Obr. 4.3

kde 7 je jeho polohovy vektor vzhladom na Tubovolny bod na osi a ¥ je obvo-
dové rychlost (Obr.4.3). Ku kazdému vybranému elementu existuje element s
nim symetricky vzhladom na os otd¢ania. RozloZzme oba prispevky k celkovému
momentu hybnosti od vybraného elementu a od elementu s nim symetrického
na dve na seba kolmé zloiky:dfl, dL,; - zlozky rovnobezné s osou otacania a
zlozky kolmé na os: dfg, dL,,. Je vidiet, ze kolmé zlozky k celkovému momentu
hybnosti neprispievaju, pretoze su rovnako velké a opacne orientované.
Vysledny moment hybnosti sa bude rovnat suc¢tu zloziek rovnobeznych s osou
ot4cania od vsetkych elementov. Tym je uréeny aj jeho smer - bude lezatf v osi
otacania (smer jednotkového vektora ).

L = L,
= [dL;, kde dL; = dLsina a dL = |Fx ¥]dm = rvdm, teda dL; =
rvsinadm = vxdm, lebo z trojuholnika (Obr.4.3): £ = sina, ked z je kolma

vzdialenost daného elementu od osi otd¢ania, teda jeho polomer otacania.
Ak vyuzijeme stvis obvodovej a uhlovej rychlosti v = zw, mame

dL, = wz?dm,

/dL1 /wxdm—w/ 22dm = wl

= Jwijy = I4.

odkial
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Moment hybnosti je mierou otd¢avého pohybu telesa. Jeho velkost sa rovné
sufinu momentu zotrvacnosti telesa a jeho uhlovej rychlosti. Smer lezi v osi
otacania.

Ak do vety o momente hybnosti dosadime za moment hybnosti podla posledného
vztahu, dostaneme pohybovia rovnicu pre otacajlce sa teleso:

- dL _d o

ktora hovori, Ze celkovy moment sil vzhladom na pevnil os pdsobiaci na teleso
otécdajuce sa okolo tejto osi sa rovna stic¢inu jeho momentu zotrva¢nosti vzhladom
na os otacania a uhlového zrychlenia. KedZe v uvazovanom pripade symetrického
rotujticeho telesa vSetky uvedené vektory lezia v osi otd¢ania, moéZzeme pouzivat
aj skalarny tvar pohybovej rovnice:

M = Ia.

Vyssie uvedené vztahy pre moment hybnosti a moment sily platia aj pre teleso
nesymetrické vzhladom na os otdcania, avsak len pre zlozky momentu hybnosti
a momentu sily leziace v osi otacania.

Kyvadla

a) Fyzikdlne kyvadlo je lubobolné teleso, ktoré sa vplyvom vlastnej tiaze
(v gravita¢nom poli Zeme) kyve okolo vodorovnej osi neprechédzajicej tazis-
kom telesa (Obr.4.4) a preto ho moZno riesit pouzitim pohybovej rovnice pre
otacavy pohyb tuhého telesa:

Id =M.
V pripade fyzikalneho kyvadla vektory & a M =7 x G lezia v osi otacCania, ale
s opacne orientované, preto skalarna pohybova rovnica mé tvar:

d2
IF;'O = —mgrsinp
d?p mgr .
— = ————sin
e 7 e

v ktorej oznacime ™" = w?, kde w? je kladna konstanta. Ak kmity kyvadla

st malé, s dostatocnostou presnostou plati, Ze sinp = ¢, a rovnica nadobudne
tvar:

dz(P 2
@Y
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Obr. 4.4

Je to diferencidlna rovnica druhého radu bez pravej strany a jej rieSenim je
funkcia typu:

¢ = pocos (wt + ),

kde ¢ je maximalna vychylka, 8 je fazova konstanta a w je uhlové frekvencia.
Pre dobu kmitu fyzikalneho kyvadla potom dostavame:

w \[ mgr

b) Matematické kyvadlo je Specidlnym pripadom fyzikdlneho kyvadla. Prak-
ticky ho mozno zrealizovat tak, ze zavesime gulocku, ktord predstavuje hmotny
bod, na nit zanedbatelnej hmotnosti (Obr.4.5).

Pre moment zotrvac¢nosti matematického kyvadla plati:

I =mi?,

kde m je hmotnost gulocky a I je dizka nite (tiez je » = ). Ak tento vyraz do-
sadime za moment zotrvacnosti do vyrazu pre dobu kmitu fyzikdlneho kyvadla,

pre dobu kmitu matematického kyvadla dostaneme:

T =271 L :27r\/z.
\/ mgr g
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Obr. 4.5

4.4 Praca, vykon, veta o kinetickej energii

Nech M je moment sily posobiaci na teleso, ktoré sa moze otacat okolo pevnej
osi a nech dy je elementarny uhol, o ktory sa teleso otocilo pocas elementarneho
¢asového intervalu dt. St¢in Mdy moZno zapisat v tvare:
dw dy 1
Mdp =Iladp=I—dp=I1-"dw=Iwdw=d | =Iw?).
v PR T <2 )

Vyraz na pravej strane je elementarna zmena kinetickej energie, ku ktorej moze
dojst vtedy, ak sa vykond praca. Vyraz na lavej strane je teda elementérna praca
vykonané vonkajSimi silami:

dW = Mde.
Integraciou dostaneme vztah pre celkovii pracu W vykonanid vonkaj$imi silami
pri otoceni telesa o uhol pg — py:

P2
W = / Mde.
Y1

Vetu o kinetickej energii v pripade ota¢avého pohybu tuhého telesa okolo
pevnej osi mozno zapisat v tvare:

w2

P2
/Mdcp = /dew
$1 w1
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1 1

kde wy a wy st uhlové rychlosti otacania tuhého telesa na pociatku a na konci
posobenia momentu vonkajsich sil M.

Vykon, ako praca vykonand za jednotku Casu, je v pripade otaCavého pohybu
tuhého telesa dany vztahom:

dW  Mdy
p=2 W
at dt w
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3 Dynamika sustavy hmotnych bodov

3.1 Tazisko stistavy hmotnych bodov a telesa

Najjednoduchsou stistavou hmotnych bodov st dva hmotné body, ktorych hmot-
nosti oznac¢ime m; a mo. Z praktickych dovodov je potrebné definovat pod-
mienky, za ktorych je ststava hmotnych bodov v pokoji. Keby sme mali napr.
¢inku s fazkymi zdvaZziami spojenymi tydou zanedbatelnej hmotnosti, zavazia
na seba posobia gravita¢nou silou. Tieto sily st silami akcie a reakcie. Cinka je
vsak kvoli tomu, ze st zavazia prepojené tycou, v pokoji. Vyslednica vnutornych
interakénych sil v stistave je nulova

Zi‘int =0.

Ak ¢inku umiestnime do gravitacného pola Zeme tak, aby sa nachddzala volne

sl
Nﬁj ‘

Obr. 3.1

v priestore nad zemskym povrchom, t¢inkom gravitacnej sily sa zacne pohy-
bovat smerom nadol. Aby sme ju udrzali v pokoji, je potrebné pdsobit na obe
zévazia silou rovnako velkou, ale opacne orientovanou. Mézeme to zrealizovat
zavesenim zavazi na land upevnené na konzole - gravitacna sila je kompenzo-
vand tahom zivesu (Obr.3.1). Ststava, teda ¢inka, je v pokoji, ak vyslednica
vSetkych vonkajsich sil, ktoré na siistavu podsobia, je nulova. Matematicky toto
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r rmn

fins]!

Obr. 3.2

tvrdenie mozno vyjadrit jednoduchou rovnicou:
i

Cinku je mozné zavesit aj v jednom bode A, ak lano upevnime na ty¢ (Obr.3.2).
Ked to vSak prakticky skusime, zistime, Ze pri zaveseni v strede tyce, zavazZia
nezostani v horizontéalnej rovine, ale sa daji do pohybu (Obr.3.3). Miera oté-
davého éinku M bude tym vicsia, éim je vzdialenost miesta upevnenia od taz-

.....

zdvazia menS$ia a zévazie lahSie. Matematicky to moZno vyjadrit rovnicou:
M = T'QFQ — 7‘1F1.

V pripade, ze uhol medzi vektorom sily a polohovym vektorom jej pdsobiska
vzhladom na bod A je iny ako pravy (Obr.3.3), na ota¢avy G¢inok mé vplyv len
ta zlozka sily, ktora je na polohovy vektor kolmé, teda plati

M =rF, =rFsina.

Otéacavy ucéinok M mozno chapat ako vektorova veli¢inu a poslednti rovnicu
mozeme zapisat vo vektorom tvare:

M=7xF.
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Obr. 3.3

Veli¢inu M nazyvame moment sily. Aby ¢inka bola v gravitaénom poli v
pokoji, musime miesto zavesu zvolit tak, aby sa otacavé Gdinky sil Fi a B
kompenzovali, teda aby platilo: Ml = —]\ng (M; = M, teda roFy = r1Fy).
Vseobecne plati, Ze ststava je v pokoji, ak vyslednica momentov vSetkych sil je

nulové: .
> M;=o.

Bod na ty¢i, kde treba ¢inku upevnit, aby bola splnend tato podmienka, sa
chové tak, ako keby v tilom bola stistredend celd hmotnost ststavy a tento bod
nazyvame taziskom ststavy.

Pre velkosti momentov tiazovych sil stistavy dvoch bodov s hmotnostami m; a
my vzhladom na fazisko (Obr.3.4) plati:

M; = miga sing

My = mogbsin g

a m m
Mi=My = -=-2 = g=b2
b mia mia
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V zhode s oznac¢enim na obrazku pre polohovy vektor taziska dostaneme:

ny
G
Obr. 3.4
o o o o M2 o o o\ M2
r=m+d=7m"+b— =7+ (" —7p) —
mi mi
7 _m1F1+m2F2
m1+m2

Analogicky moZno definiciu polohového vektora faziska rozsirit na n bodov. V
tomto pripade dostaneme:

n
> myT

FT = z:i = Zmzr1
> m

Tito definiciu mozeme dalej rozsirit na teleso so spojite rozloZzenou hmotnostou
tak, Ze suméciu nahradime integraciou:

. rdm /
T = = rdm,
f dm m
kde integraciu treba urobit cez celé teleso, pricom 7 je polohovy vektor hmot-
nostného elementu dm telesa. Tazisko v tomto pripade mozno chapat ako hmotny
bod, ktorym sme sa zaoberali v predchadzajucich ¢astiach. A teda hmotnym bo-
dom, pokial je tento hmotny bod faziskom, mozno v niektorych pripadoch na-

hradit teleso so spojito rozlozenou hmotnostou (napr. zavazia ¢inky sme chéapali
ako hmotné body).
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3.2 Veta o hybnosti stistavy - veta o pohybe faZiska

Predpokladajme, Ze na ststavu hmotnych bodov budd posobit vonkajsie sily,
v stlade s druhym pohybovym zakonom pre i-ty hmotny bod plati F, = m;d;,
kde F; je vyslednica vonkajsich sil posobiacich na i-ty hmotny bod. Vyslednica
vSetkych sil pésobiacich na stistavu potom bude

F=Y =Y mi (3.1)
i i
pricom plati
S = Y m = Y m = G o
m;d; = m;— = mi— = —5 m;Ty.
- 1 - (2 dt - 3 dtz dt2 - '
Teda pre vyslednicu sil plati vztah
L g2 .
F = @ Zmi'lﬂi,
1

ktory mozno dalej upravit na tvar

- d37
F = mWZT = mdr, (3.2)

n
ak zoberieme do tvahy, Ze pre polohovy vektor taziska mozno pisat > m;7; =
i=1

mnrr.

Rovnica (3.2) hovori, Ze vektorovy stcet vietkych sil F posobiacich na ststavu sa
rovné sucinu celkovej hmotnosti stistavy a zrychlenia jej taziska, ¢o znamena, Ze
tazisko stustavy sa pohybuje ako ¢astica hmotnosti m, na ktort pésobi vysledné
sila F. Kvoli tomu rovnicu (3.2) nazyvame aj veta o pohybe taZziska.

Ak pre hmotny bod vyuzijeme definiciu hybnosti p; = m;¥;, rovnicu (3.1) mozno
zapisat v tvare

_, dv; d . d . dp’
F:;mia = a;mivi = &EZ:PZ = Ev

kde p je celkovéa hybnost sistavy.
Posledna rovnica hovori, Ze vektorovy sucet vsetkych sil F' pdsobiacich na st-
stavu sa rovné derivacii celkovej hybnosti ststavy podla ¢asu a nazyva sa veta
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o hybnosti stistavy (iny tvar vety o pohybe taziska).
Ak je vyslednica vonkajsich sil F' pdsobiacich na ststavu nulové, potom celkova
hybnost ststavy Castic ostdva v ¢ase konStantnou - nemeni sa:

dp

— =0 = p' = konst..

dt P

Této rovnica je matematickym vyjadrenim zdkona zachovania hybnosti pre
ststavu ¢astic. Ststava, na ktort neposobi vonkajsia sila, sa nazyva izolovand
sustava a plati v nej zakon zachovania hybnosti.

3.3 Veta o momente hybnosti

Nech sa hmotny bod ststavy s hmotnostou m; pohybuje rychlostou v;. Vzhla-
dom na nejaky vztazny bod mozeme definovat dalsiu veli¢inu moment hybnosti
Ei:

Eizﬁ' X mT; = 75 X Pi,
kde 7; je polohovy vektor hmotného bodu m;. Ak sa napr. hmotné body stustavy
pohybujii v rovine yz, momenty hybnosti vzhladom na podiatok stradnicove;
sustavy st vektory spadajice do smeru osi z (Obr.3.5). Existuje stvis medzi

A
z
V. -
3 ms V)
my
h 2 .
):1/'
n m y
L=L+L,+L,
X
Obr. 3.5

momentom hybnosti a momentom sily, kedze plati:

- d d drL;
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pretoze podla pravidiel derivovania st¢inu:

d S\ d7 S - d -
3 (i X mivi) = g5 X My +7r; X Fr (mﬂ}i) =

(_,

Y

Celkovy moment hybnosti ststavy je dany rovnicou
i i

a pre vektorovy sucet momentov sil posobiacich na celd ststavu dostavame:
S S dL; d ~- dL
M = M; = = — L= —.

Posledna rovnica hovori, Ze vektorovy siuicet vsetkych momentov sil na siistavu
posobiacich sa rovna derivécii celkového momentu hybnosti ststavy podla ¢asu
- veta o0 momente hybnosti. Tato veta plati pre lubovolny vztazny bod a tiez
lubovolny pohyb ststavy.

Ak je celkovy moment sil M nulovy, potom z predchadzajticej rovnice dosta-
neme:

dL .
— = 0= L = konst.,
dt

¢o je matematickym vyjadrenim zakona zachovania momentu hybnosti:
celkovy moment hybnosti stistavy hmotnych bodov, pre ktora sa vysledny mo-
ment sil rovné nule, ostava konstantny - nemeni sa.
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10 Gravita¢né pole

10.1 Newtonov gravitaény zakon

Zo skusenosti vieme, Ze vSetky telesd na zemskom povrchu st pritahované k
Zemi. Keby sme teleso v malej vyske nad zemskym povrchom nechali volne bez
podlozky, spadne na zemsky povrch, pricom sa pohybuje rovnomerne zrychle-
nym pohybom. Pdsobi nan teda konstantna sila od iného telesa - Zeme, a to
bez vzajomného dotyku, v skuto¢nosti obe telesd posobia na seba navzajom bez
toho, aby sa dotykali. Silové ¢inky sa uskutoc¢nuju tak, ze navzajom interaguju
polia. Gravitaéné pole je oblast priestoru, kde sa prejavuje silové pdsobenie
telesa na iné teleso bez vzajomného dotyku a je bezprostredne spété s jednou
zo zakladnych vlastnosti ¢astic - s ich hmotnostou. V okoli kazdého telesa (ma
svoju hmotnost) existuje gravita¢né pole, ktoré sa prejavi silovymi t¢inkami na
iny objekt s hmotnostou. Gravitacné silové pdsobenie, alebo gravitaéna inte-
rakcia, je jednou zo Styroch zékladnych interakcii v prirode a je hybnou silou
Vesmiru. Dalsimi interakciami st elektromagneticka, silna a slaba. Gravitacna
a elektromagneticka interakcia maji nekoneény dosah a v tychto pripadoch bu-
deme hovorit o poliach, silnd a slabé interakcia sa prejavuje iba v rozmeroch
atomovych jadier.

Gravitacny zakon vyjadruje skutocnost, Ze dva Iubovolné objekty vo Vesmire sa
pritahuju silou, ktor4 je priamo imern4 hmotnostiam tychto objektov a klesa so
Stvorcom vzdialenosti medzi nimi. Histéria jeho objavu za¢ina u nasich davnych
predkov, ktori pozorovali pohyb planét na oblohe. Na zaciatku 15. storocia sa
vela diskutovalo o tom, ¢ sa planéty ozaj pohybujt okolo Slnka, alebo je to po-
hyb okolo Zeme. Tycho de Brahe si uvedomil, Ze k poznaniu v tomto pripade sa
d4 prist starostlivym dlhodobym pozorovanim a dostato¢ne presnym meranim
poldh planét na oblohe, aby sa ukézalo ako sa pohybuja. Na zaklade rozsiahlych
tabuliek, ktoré Brahe pri svojich pozorovaniach vyhotovil, Kepler formuloval tri
zédkony planetarneho pohybu:

1. Planéty obiehaju okolo Slnka po eliptickych drahach (blizkych kruzniciam),
pricom Slnko sa nachédza v jednom ohnisku.

2. Plochy opisané sprievodi¢om (spojnica stredu planéty a stredu Slnka) pocas
rovnakych ¢asovych intervalov s rovnaké.

3. Druhé mocniny dob obehov lubovolnych dvoch planét st v takom istom po-
mere ako tretie mocniny velkych poloosi ich obeznych drah:

2 3
1y _ ai

T2 T 3¢
15 ag
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7 tychto zdkonov odvodil Newton gravitaény zédkon. Mohlo by sa preto zdat, Ze
Keplerove zakony st vSeobecnejsie, ale nie je to tak. Keplerove zakony vystihuju
kinematiku pohybu planét a Newtonov gravitaény zakon ich dynamiku. Newto-
nov gravitaény zakon je vSeobecny prirodny zdkon a d4 sa ukézat, Ze Keplerove
zakony z neho vyplyvaju spitne ako Specidlny pripad.
Odvodenie gravita¢ného zdkona z Keplerovych zakonov, za predpokladu eliptic-
kych drah planét vyzaduje dlhsi vypocet, preto si llohu zjednodusime. Budeme
predpokladat kruhové drahy, ktoré st Specidlnym druhom elipsy a teda, ak st
Keplerove zdkony (K.z.) spravne, musia platit aj pre takéto drahy.
Z 1.K.z vyplyva, ze Slnko lezi v strede kruhovej drahy.
Podla 2.K.z. sprievodié¢ opisuje za rovnaky ¢as rovnaké plochy, musi teda ist o
rovnomerny pohyb po kruznici, a plati:

27r

YTT

kde v je rychlost planéty, r polomer kruznice, T' doba obehu planéty.

Pre dostredivé zrychlenie planéty a v pripade rovnomerného pohybu po kruznici
plati:

_ v? - 472y
==
Z 3.K.z. vyplyva:
T? = Cr3,

kde C je konstanta. Uvedeny vztah plati pre ktortukolvek planétu, preto C' ne-
moze zavisiet od vlastnosti planéty, ale len od vlastnosti Slnka.
Podla II. Newtonovho zdkona teda na planétu posobi sila:
r 4m?y dn?r  4Am?m 1 m
= mnma=""mMm-—-—=""M—= —— = =
T2 Cr3 C r? r2
kde m je hmotnost planéty a k je konStanta zavisla len na vlastnostiach Slnka.
Ak posledny vztah je vSeobecnym vyjadrenim pdsobenia jedného telesa na druhé,
musi naopak planéta posobit na Slnko silou (jej velkost):

M
/ /
F=k_3,

kde M je hmotnost Slnka a k' je konstanta zavisla len od vlastnosti planéty.
Podla principu akcie a reakcie musi platit:
k/

k
F:F/ = km:k,M = M:E:KJ



10.1 Newtonov gravitacny zakon 109

a teda
k=M, k =rm.

Pre velkost sil, ktorymi na seba pdsobia Slnko a planéta, teda dostdvame:

mM
)

F=F =k

kde & je gravitaénéa konstanta, jej hodnota je k = 6,67.10 m3kg ™ *s~2.

Pri odvodzovani tohto vzfahu sme neuvazovali s koneénostou rozmerov planéty
a Slnka. Podla Newtona je posledny vztah vyjadrenim sily, ktorou sa vzajomne
pritahuji dva hmotné body.

Vseobecny Newtonov gravitaény zdkon mozno vyjadrit nasledovne:

Dva hmotné body s hmotnostami m; a ms, ktoré sa nachadzaju vo vzdjomnej
vzdialenosti r, posobia na seba prifazlivymi silami, spadajacimi do spojnice
bodov, velkost ktorej je rovna:

mimes

F=k =

r

Vo vektorovom tvare (Obr. 10.1) bude platit:

Obr. 10.1
~ mimsa _, mimsa _,
Fio = —k—=—T12 = —Kk—5 P12,
12 12

kde Fio je sila, ktorou posobi prvy hmotny bod na druhy, pricom pis je jednot-
kovy vektor v smere spojnice dvoch hmotnych bodov, orientovany od prvého k

druhému, a
- mims _, mims
Fy = —R—3—T21 = —K—%5—pP21
21 21
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je sila, ktorou pésobi druhy hmotny bod na prvy, pricom po; je jednotkovy vek-
tor v smere spojnice orientovany od druhého hmotného bodu k prvému.

Oba predchadzajice vztahy vyjadruji Newtonov gravitaény zdkon vo vektoro-
vom tvare. Dva hmotné body teda na seba posobia gravita¢nou silou, ktorej
velkost je priamo tmernd ich hmotnostiam a nepriamo timerné kvadratu ich
vzdialenosti. Této sila je vzdy pritazliva.

10.2 Intenzita a potencial gravitacného pola

Intenzita gravitaéného pola vo vzdialenosti r od zdroja tohto pola, ktorym je
hmotny bod hmotnosti M, je rovn4 sile, ktorou gravitacné pole pésobi v danom
mieste na hmotny bod hmotnosti m, predelenou touto hmotnostou:

—

F M
— —Kﬁﬁ'r,

Fot
m

Ciselne sa rovna sile posobiacej na teleso jednotkovej hmotnosti. Jednotkou in-
tenzity je ms—2.

Ak vyjadrime silu pomocou intenzity, dostaneme:

—

F =mE.

Newtonov zakon sily hovori:

F = ma.

Porovnanim oboch rovnic dostévame E = a, teda vektor intenzity gravitacného
pola sa rovnd vektoru gravitacného zrychlenia, ktoré telesu hmotnosti m udeli
gravitacné pole v danom mieste. Kedze intenzita nezéavisi od hmotnosti m, ani
gravita¢né zrychlenie nebude zavisief od tejto hmotnosti, to znamen4, Ze v da-
nom mieste v gravitatnom poli sa buda vSetky telesd pohybovat s rovnakym
zrychlenim, bez ohladu na svoju hmotnost. Tato charakteristicku vlastnost gra-
vita¢ného pola objavil uz Galilei.

Ak je pole vytvorené N hmotnymi bodmi, potom vysledné intenzita gravitac-
ného pola v danom mieste sa rovnd vektorovému stacétu intenzit od jednotlivych

zdrojov pola:
B=S B =«

1=1 1=

M
—3 T,
=1 T?
kde M; je hmotnost i-tého hmotného bodu a r; je jeho vzdialenost od miesta
sktiimania, vektor 7; je orientovany od hmotného bodu do miesta skiimania.

Potencial gravitaéného pola. Prirastok potencialnej energie hmotného bodu
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hmotnosti m pri prechode z miesta 1 do miesta 2 v gravita¢énom poli hmotného
bodu hmotnosti M dosiahneme vykonanim prace silou F , ktord je rovnako
velka, ale opacne orientovand ako gravitacna sila F. Preto zmenu potencialnej
energie hmotného bodu v gravita¢nom poli mozno vypoditat:

2 2 2 7
ABE, = [F.df = — [ F.dF = kMm [ 297 = xMm [ 24 =
1 1 1 I~
= kM [-1]7" = —sbn (i) _ B, — B,
Z vysledného vztahu je zrejmé, Ze praca gravitacnych sil zévisi iba od polohy
koncovych bodov drahy a nezévisi od tvaru drahy, pozdlz ktorej sily posobili.
Gravitacéna sila je sila konzervativna a v poli gravitacnej sily plati zdkon zacho-
vania mechanickej energie.
Ak za vz{azné miesto zvolime nekonecno (r; — o), potom potencidlna energia
v danom mieste sa rovna praci potrebnej na premiestnenie hmotného bodu s
hmotnostou m z nekonecna do daného miesta pola vzdialeného o r od zdroja
pola:
kMm

By ="

Potencidl v tomto mieste pola definujeme ako podiel potencidlnej energie a

hmotnosti m:
E, kM
Sp = ——= ——
m T

Jednotkou potencialu je Jkg=!.

Ak je pole vytvorené N hmotnymi bodmi, potom vysledny potencial gravitac-
ného pola v danom mieste sa rovna suctu potencidlov od jednotlivych zdrojov
pola:
N N
M;

Y= PYi = —K 0
kde M; je hmotnost i-tého hmotného bodu a r; je jeho vzdialenost od miesta
skimania.
Potencial nie je definovany v mieste, kde lezi hmotny bod, ktory je zdrojom
pola, rastie so vzdialenostou a svojej maximalnej hodnoty (rovnej 0) nadobuda
pre r — 00.
Potencial gravitacného pola hmotného bodu v kone¢nej vzdialenosti r» od neho
je definovany pracou vonkajsich sil, ktoré prekonavaju pracu sil pola pri pre-
miestiiovani iného hmotného bodu (hmotnosti m) z nekoneéna do miesta r,
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predelenou hmotnostou m:

1 r_‘ r_' r_'
w(r)= —/F’.dF:/El.dF:—/E.dF.
m

Pre elementdrnu zmenu potencidlu moéZeme pisat:
dp = —E.dF. (10.1)

7 tohto vztahu napriklad vyplyva, Ze ak sa budeme pohybovat v gravitacnom
poli po takej ploche, kde sa potencidl nemeni (tzv. ekvipotencidlna plocha),
intenzita bude kolma na posunutie, teda intenzita je kolm4 na ekvipotencialnu
plochu (pretoze skalarny sacin dvoch vektorov je nulovy ak st tieto vektory na
seba kolmsé).

Stvis intenzity a potencidlu mozno ziskat, ak rozpiSeme diferencial dep (potencial
je funkciou polohy, teda suradnic z, y, z):

0 dy dy

P de + ——dy + =—d=z.
Ox

do= y 0z

Pravi stranu predchadzajiceho zédpisu mozno zapisat ako skaldrny sicin dvoch
vektorov:

Op- OJp- 0
d@:(%+@j+w

B 3y 9z k) . (dxz +dyj + dzkz) = gradyp - dr.

Ak za dy dosadime do rovnice (10.1), dostaneme:
grady - dF = —E - dF,
takze mame suvis intenzity a potencidlu gravitacného pola v tvare:
E = —gradep.

Ak poslednt rovnicu vynasobime hmotnostou m, dostaneme stvis medzi silou
a potencidlnou energiou v konzervativnom gravitacnom poli:

—

Em = —grad (my)

F=— gradF,,.

Intenzita a potencidl st zédkladnymi charakteristikami pola.
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10.3 Gravita¢né pole Zeme

Na teleso hmotnosti m v gravitatnom poli Zeme poésobi gravitacna sila. Jej

velkost na povrchu Zeme je
P kmM

Rz’
kde M je hmotnost a R polomer Zeme.
Podla Newtonovho zakona sily ale tiez plati:

F =mgp.

Z porovnania tychto dvoch rovnic pre gravitacné zrychlenie na zemskom povrchu
vyplyva:

kM
=T
Vo vyske h nad zemskym povrchom bude gravita¢né zrychlenie
kM kM R® (R)2
M Rrn? T (Rrny B P\R¥R)

Teraz vypocitame prirastok potencialnej energie hmotného bodu hmotnosti m
pri jeho zdvihnuti zo zemského povrchu do vysky h nad povrchom:

_ _kmM _ ( kmMY _ —R+R+h __
AE, = -7 (=) = kmM R(B+R)
_ _h  _ EmM _h
_,%mMRQJrRh— R I L

Tento vyraz plati pre lubovolnt vysku. Ak ale plati h << R, potom % <<1la
pre prirastok potencialnej energie dostavame:
kM
AE, = ﬁmh =mgoh,
¢o je zndmy vztah pre prirastok potencidlnej energie v zemskom gravitacnom
poli pri premiestneni telesa zo zemského povrchu do nie velmi velkych vySok
nad zemsky povrch.

Pohyby v radidlnom gravitaé¢nom poli. Najzndmej$imi prikladmi pohy-
bov v radidlnom gravitacnom poli s lety druzic a kozmickych lodi.

a) Pohyb druzice. DruZica sa pohybuje okolo Zeme po drahe tvaru kruZznice.
Jej rychlost zavisi od polomeru kruznice. Prva kozmicka rychlost je mini-
maélna pociatocné rychlost, ktort treba druzici udelit pri vodorovnom vrhu z
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Obr. 10.2

povrchu Zeme (pri zanedbani odporu vzduchu), aby sa druzica stala obeZnicou
Zeme.

Ak mé druzica hmotnosti m obiehat po kruhovej drahe okolo Zeme rovnomer-
nym pohybom vo vyske h (Obr.10.2), dostredivou silou je sila gravitacna:

kmM mu?
(R+h)> R+H

odkial pre rychlost mame:
oM R
- R2R+R

, . , PPN 2
ked sme pravii stranu rovnice vynasobili jednotkou v tvare £; a teda:

R?
%
_ gJo
”R<R+h>

a ak h = 0, pre velkost prvej kozmickej rychlosti dostavame:

vr = /Rgo = 7,912 kms ™.

b) Unikova rychlost kozmickej lode z gravitaéného pola Zeme. Ak teleso
vystrelime zo zemského povrchu kolmo nahor, minimalna pociato¢na rychlost,
ktord mu umozni vymanit sa zo zemského gravitaéného pola, sa nazyva druha
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kozmicka rychlost.

Vyuzijeme zakon zachovania mechanickej energie v izolovanej ststave tvore-
nej Zemou a vystrelenym telesom. Rychlost telesa sa bude vplyvom zemskej
gravitacie zmensovat, aby ale loha bola splnend, moze klesnit na nulu az v ne-
konecne. Tam teda bude kinetickéa energia telesa nulova, v nekonecne je aj jeho
potencialna energia nulova (tak si ju moézeme zvolit), takze celkova mechanicka
energia je nulova. Potom zo zdkona zachovania mechanickej energie vyplyva, Ze
celkova mechanickd energia musi byt nulova aj v lubovolnom inom mieste, teda
aj na povrchu Zeme v okamihu vystrelenia telesa:

E,+E,=0
—xmM 1
%—1—5771112:0.

Pre druht kozmickt rychlost dostavame:

R T R?
ked sme pravi stranu rovnice vyndsobili jednotkou v tvare %, a teda

vrr = v/2g0R =11,2 kms™ .
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8 Idealny plyn, kineticka tedria plynov

8.1 Idealny plyn, stavova rovnica

Skor, ako sa budeme podrobnejsie zaoberat idedlnym plynom, urobme niekolko
tvodnych poznamok o molekuldrnom pohybe vSeobecne ako o istom Specidlnom
druhu pohybu, ktorym sa vyznacuja vsetky latkové formy hmoty. Z kazdoden-
nej skiisenosti vieme, Ze sa objekty okolo nds vyznacuju vlastnostou, ktort by
sme mohli oznacit ako ich tepelny stav. Tento stav kvantitativne hodnotime
fyzikalnou veli¢inou zvanou teplota. Ak sa meni teplota, hovorime, Ze sa zmenil
tepelny stav latky. Tento makroskopicky pozorovany stav latky stvisi so Special-
nym druhom pohybu stavebnych ¢astic latky (atémy, molekuly), ktory budeme
dalej oznacovat pojmom molekularny alebo tepelny pohyb. Vo vSeobecnosti je
tento pohyb roézny v roznych skupenstvach latky. V tuhych latkach st stavebné
Castice umiestnené v pevnych bodoch odpovedajtcich rovnovaznym poloham a
molekuldrny pohyb tu predstavuje ich kmitanie vo vSetkych moznjch smeroch
okolo tejto rovnovaznej polohy. V plynnom skupenstve takéto rovnovazne po-
lohy neexistuji a atémy resp. molekuly sa pohybuji roznymi rychlostami vo
vsetkych moznych smeroch rovnomerne priamociaro, kym zrazkou s inou casti-
cou alebo so stenou nadoby nezmenia svoj smer rychlosti. Molekularny pohyb
v kvapalnych latkach je akysi prechod medzi vyssie popisanymi druhmi pohy-
bov, Castica istit dobu kmita okolo svojej okamzitej rovnovaznej polohy, pricom
sa zaroven chaoticky meni i tdto rovnovazna poloha a castica akoby sa okrem
kmitania este i preplietala medzi ostatnymi molekulami.

Napriek tomu, ze molekuldrny pohyb nebol bezprostredne pozorovany, o pravdi-
vosti takéhoto modelu svedéi predovsetkym zhoda teoretickych zaverov s expe-
rimentom a praktickou sktsenosfou. Ako bezprostredne pozorovatelny prejav
molekuldrneho pohybu sa zvykne uvadzat tzv. Brownov pohyb. Ak vlozime
do kvapaliny drobné ¢iastocky vhodnej latky, budu tieto pri pozorovani mikro-
skopom vykondvat chaoticky neusporiadany pohyb, ktorého intenzita bude rast
s teplotou. Stucasny vyklad tohto javu je zalozeny na predstave molekularneho
pohybu. Existuje totiz nenulova pravdepodobnost, Ze ¢astice kvapaliny vykona-
vajace chaoticky pohyb a narazajice na danu ¢iastocku z réznych smerov budu
svoj u¢inok na Casticu navzdjom kompenzovat, alebo naopak, v inom okamihu
prevladne posobenie z istého smeru a déjde k posunu ¢iastocky.

Ako to bolo naznacené, pri Brownovom pohybe intenzita molekuldrneho pohybu
je tym vicsia, ¢im je vyssia teplota latky. Molekularny pohyb sa preto nazyva
aj tepelny pohyb.

Zakladnou charakteristikou tepelného pohybu je predovsetkym to, Ze sa ho zi-
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dastiiuje velky pocet Gastic a Ze ide o tplne neusporiadany chaoticky pohyb.
Preto okrem zékonov, ktoré platia pre individualnu ¢asticu, mozno formulovat
aj kolektivne zakonitosti majuce Statisticky charakter.

Charakter molekularneho pohybu v plynnom skupenstve je relativne najjedno-
duchsi, preto sa v dalsom budeme zaoberaf predovSetkym tymto skupenstvom,
pricom pri formuléacii modelovych predstav si zavedieme pojem tzv. idedlneho
plynu. Vo vSeobecnosti plyny predstavuju latky vyznacujice sa velkou stlacitel-
nostou a rozpinavostou. Vypliiuji cely priestor nddoby a netvoria volny povrch
ako kvapalina. Stav plynu charakterizujeme stavovymi veli¢inami: hmotnos-
tou plynu m, objemom V', tlakom p a teplotou T. Prvé dve st ndm uZ zname,
preto niekolko poznamok k druhym dvom.

Tlak definujme ako podiel sily F', posobiacej kolmo na plochu S, a tejto plochy:

bt ]

Okrem uvedenej jednotky SI sa pouziva aj jednotka 1 bar = 10° Pa.
Teplotou kvantitativne hodnotime tepelny stav telies, t.j. t ich vlastnost,
ktorda v nas pri dotyku s nimi vyvolava subjektivne tepelné pocity. Z réznych
teplotnych stupnic najprv uvedieme Celziovu teplotni stupnicu, ktorej jednot-
kou je 1 °C. Je definovana tak, Ze nulovy bod na tejto stupnici odpoveda bodu,
pri ktorom je v rovnovéhe lad a voda pri tlaku 101,324 kPa, 100 °C predstavuje
teplotu rovnovahy vody a jej nasytenych par pri tlaku 101,325 kPa. Tuato teplotu
budeme v dalSom oznadovat symbolom ¢. Pre fyzikdlne iivahy je najvhodnejsia
tzv. termodynamicka teplotnd stupnica, v ktorej sa teplota vyjadruje v Kel-
vinoch, pricom 0 K zodpovedd najnizsej dosiahnutelnej teplote —273,16 °C.
Pre vyjadrenie teploty v tejto stupnici budeme pouzivat symbol T'. Pre vyssie
uvedené teplotné stupnice plati:

T=Ty+1t=27316K +¢.

Velkost jednotky termodynamickej teploty 1 K (Kelvin) je rovnaka ako velkost
jednotky v Celziovej teplotnej stupnici.

S teplotou sa menia vlastnosti plynu. V pripade, Ze sa nemeni celkovd hmotnost
plynu, stvis medzi ostatnymi tromi stavovymi veli¢inami p, V, T vyjadruje rov-
nica, ktortt nazyvame stavova rovnica.

K tejto rovnici mozeme dospiet na zaklade empiricky objavenych zdkonov popi-
sujacich stvis medzi dvojicou stavovych veli¢in a konstantnou trefou stavovou
veli¢inou.
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8.1.1 Empirické zakony idealneho plynu

Izotermicka stavova zmena T = konst.

Zmenu stavu plynu pri konstantnej teplote nazyvame izotermickou zmenou a
zavislost p(V') pre m = konst. a T' = konst. (rovnostrannd hyperbola) nazyvame
izotermou (Obr. 8.1):

T = konst.

v

Obr. 8.1

pV = konst.

Tato zévislost nazyvame Boyle-Mariottov zdkon. Skutoéné plyny spliaji
tento zakon len pri malych tlakoch a nie prili§ nizkych teplotach.

Izochoricka a izobaricka stavova zmena Izochorickt (V' = konst.) a izo-
barickd (p = konst.) stavovi zmenu idedlneho plynu popisuji Gay-Lussacove
zakony:

p=po (1 +yt) pre V = konst.

V =V (1 +,t) pre p = konst.,

kde pg, Vo st hodnoty tlaku a objemu pri ¢t = 0 °C, =, je koeficient teplotnej
rozpinavosti 7, koeficient teplotnej roztaznosti plynu. Pre vsetky plyny priblizne
plati:

__1 -1

273,16

Tp =Y =7

Grafickymi obrazmi poslednych zavislosti (p(t) - izobara, V (t) - izochora (Obr.8.2))
potom budi priamky pretinajice teplotni os pri —273,16 °C-273,16 C.
Pomocou termodynamickej teplotnej stupnice mozeme tieto vztahy napisat v
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Po

/ V' = konst.

~-273,16°C 0 t

Obr. 8.2

nasledujicom tvare:

1
T="Ty+t, To = —
~
a teda
1 T T
=po(L+y)=po 1+ —(T—-T0) ) =po (14— —1) =po—
p=po(l+t) po<+TO( o)> po<+TO ) P
alebo
%: %’) =konst  .pre V = konst.

Podobne by sme dostali i pre objem:

Vi W < <
T T, " konst .pre p = konst.
Plyn, ktory presne spliia uvedené zakony, nazyvame idedlnym plynom.
Ku stavovej rovnici idedlneho plynu moZzeme dospiet napriklad nasledovnym
spdsobom. Chceme previest konstantné mnozstvo (hmotnosti m) plynu zo stavu
(p1,V1,T1) do stavu (ps, Vo, Tz). Urobme to v dvoch krokoch, napriklad tak, ze
plyn najskér zohrejeme pri konstantnom tlaku p; z teploty 77 na Ts. Zrejme sa
pri tom zmeni objem z V3 na V. Potom, v druhom kroku, izotermicky zmenime
tlak z p; na py a objem V na V5. Vyjadrime tento postup matematicky:

Vi vV v
_ = — = = —T = = k vt.
T~ Vg2 PP kons

p1V =paVa, T =T, = konst.
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a teda v v v
1 Piva p2Va «
p1 T, 2 = P2V2 T, T onst.,
alebo v
p? = konét.

Posledna rovnica predstavuje stavovii rovnicu idedlneho plynu. Konstanta na
pravej strane zavisi od mnozZstva plynu a od jednotiek, v ktorych meriame veli-
¢iny p, V, T.
Podla Avogadrovho zédkona maji rovnaké mnozstva plynov pri rovnakom tlaku
a teplote rovnaky objem. Konkrétne pri py = 101, 325 kPa a teplote to= 0°C
(t.j. To = 273,16 K) ma plyn, ktory obsahuje N4 = 6,02.10%® ¢astic, objem
Vo = 22,4.1072 m3. Toto mnoZstvo plynu sa nazjva 1 mél. Pre jeden mél teda
plati:

poVo _ p g 145K,

To

kde R je tzv. molarna plynova konstanta.
Stavovi rovnicu pre jeden mél moézeme napisat v tvare:

pV = RT.

.....

pV =nRT.

Ak oznadime symbolom M hmotnost jedného mdlu, symbolom N4 Avogadrovu
konstantu, uddvajicu pocet ¢astic (molektl) v jednom mdle, symbolom m hmot-
nost plynu a symbolom N podet vSetkych molekil plynu, méZzeme pocet mdlov
vyjadrit nasledovne:

m N

8.2 Kineticky vyklad tlaku a teploty plynu
8.2.1 Stredna kineticka energia molekularneho pohybu

V ramci tzv molekularno-kinetickej tedrie si plyn predstavujeme ako subor mo-
lekul, ktoré sa nachadzaji v neustalom neusporiadanom pohybe, pricom k ich
vzajomnej interakcii dochddza predovSetkym pri vzadjomnych zrazkach a tieto
molekuly prostrednictvom zrazok interaguju so stenami nadoby, v ktorej je plyn
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uzavrety. Idedlnemu plynu odpovedd najjednoduchsi model, pri ktorom pred-
pokladame, ze zrazky molekul si jedinou vzajomnou interakciou medzi sebou
navzajom, ako i so stenami nadoby. Zaroven predpokladame, ze ide o zrazky
pruzné, t.j. pri zrazke sa zachovava kineticka energia molektl. V ramci takéhoto
modelu si predstavme, Ze mame plyn uzavrety v gulovej nddobe s polomerom r
(Obr. 8.3) a odvodme niekolko uZzitoénych vztahov najskér pre jednu molekulu
pohybujiicu sa v tejto nddobe rychlostou v. Pre velkost impulzu I, ktory udeli
molekule stena nadoby pri zrazke, postupne dostaneme:

Obr. 8.3

cosa = :\Uz—v1| = |Up — 01| =2vcosa,
v

kde |U1| = |U2| = v a
I = 2mucosa.

Nech medzi zrazkami na stenu nadoby prejde molekula drdhu s. Tento pohyb
je rovnomerny priamociary a medzi dvoma narazmi na stenu nech uplynie doba
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7. Potom plati:
uT

S
s =T, cosa = —

Pre impulz teraz plati:

T m’UZT

I:2 _——
var r

Casovitl strednti hodnotu sily, ktorou posobi tato molekula na stenu nadoby,
mozeme postupne vyjadrit nasledovne:

a teda
I M 2
F = _—=_Tr - ____
T T r

Problém teraz rozsirme na cely sibor molekil (plyn). Nech plyn obsahuje N
molekil a i-t4 molekula nech mé rychlost v;. Pre celkovi silu, ktorou posobi
plyn na stenu nadoby teraz mozeme pisat:

N vaz
F:ZE—:Z r’.

i=1 i=1

Pre tlak plynu na stenu nadoby dostaneme:

X mv?
_F_i;’”_llN 11,
P=7 472 é71'1"3§va T3
i=1 i=1
a teda:
| N
pV:§val

Veli¢ina dana vztahom:
1N
2 _ 2
vi= 5 v
i=1

predstavuje strednt hodnotu Stvorcov rychlosti molekil, takze vs; nazyvame
strednou kvadratickou rychlostou molekul.
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Veli¢inu:

nazveme strednou kinetickou energiou molekularneho pohybu, ako je to
zrejmé zo spdsobu jej zavedenia.
Pomocou tychto veli¢in mozeme vztah pre tlak napisat nasledovnym spésobom:

N

1 1 2
pV = 3 ;mfuf = §mNU§ = gNs,
pre tlak plynu:
1
p= tmNoo?,
alebo
_ 2 Noe
D= 3 0<,

kde Ny = % je pocet molekul v jednotkovom objeme.

Suvis tlaku a strednej hodnoty kinetickej energie molekul predstavuje jeden zo
zékladnych vztahov molekularno-kinetickej teérie plynov (zékladni rovnica
kinetickej tedrie). Vyjadruje sivis medzi tlakom plynu, t.j. makroskopicky
meratelnou veli¢inou, a veli¢inami € a Ny, ktoré st mikroskopické veli¢iny.

Ak dalej pouzijeme stavovi rovnicu idedlneho plynu, postupne dostdvame pre
strednii kineticki energiu molekil plynu:

N 2 3R 3
— Y RT=2Ne = e= S tp_Zkr
pV =N BT =3Ne = e=55-T =5k

kde
R 8314JK !

N, 6,025.10%3

je tzv. Boltzmannova konstanta.

Stredné kineticka energia molekul plynu teda zavisi len od teploty a je priamo
tmernd absolutnej teplote plynu. Strednu kineticki energiu moZno povaZovat
za mieru intenzity molekularneho pohybu a z vyssie uvedeného vyplyva, Ze so
zvySovanim teploty rastie i intenzita molekularneho pohybu. Pojem teploty tak
nadobtuda celkom konkrétny fyzikalny vyznam. Vztah medzi strednou kinetickou
energiou a teplotou je opit spojenim makroskopicky meratelnej veliéiny, ktorou
je teplota, a veliiny charakterizujtacej mikrofyzikalny pohlad.

k= =1,38.10"2JK !
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8.3 Vnutorna energia plynov, princip rovnomerného roz-
delenia energie

V ramci modelu idedlneho plynu z predchadzajicej Casti si takyto plyn pred-
stavujeme ako zloZeny z molekil spréavajicich sa ako pruzné gulocky, ktoré in-
teraguju prostrednictvom pruznych zrazok, pricom zanedbavame ich vzajomnu
potencidlnu energiu. Jednoatémové plyny (napr. Ar, Ne, He, atd.) vyhovuji
velmi dobre takejto predstave za norméalnych podmienok. U realnych plynov je
vSak potrebné uvazovat tiez vzdjomnu interakciu medzi molekulami, reprezen-
tovanil potencidlnou energiou. Zaroven tieto molekuly mozu byt viacatémové a
potom je potrebné brat do Gvahy nielen kineticki energiu translaéného pohybu
molekuly, ale tiez kinetickil energiu spojenia s rotaciou molekuly ako celku, ¢i
kinetickll a potencidlnu energiu atémov vo vnutri molekuly samotne;j.

Vo vSeobecnosti nazyvame vnutornou energiou plynu stdet kinetickej a po-
tencidlnej energie vsetkych molekul plynu.

V pripade idealneho plynu je potom vnutorna energia dand suctom len kinetic-
kych energii vsetkych molekul:

3 3 R N 3
U=Ne=N-kT=N-—T=——RT =nU
=T 2N,” N,2 o
kde symbolom n je oznaceny pocet moélov plynu a Uy = %RT je vnatorna

energia jedného mdélu plynu.

Vnttorné energia plynu je zévisla iba od teploty. Experimentalne moZno ukézat,
7e uvedeny vztah pre vnttorni energiu vyhovuje len pre jednoatémové plyny. V
pripade viacatémovych plynov k zhode s experimentom nemozno dojst bez re-
Spektovania prispevkov od rotacie molekil, ¢i pohybu vo vnutri molekuly samot-
nej. Zékladné charakteristiky molekuldrneho pohybu, akymi st predovsetkym
jeho chaoti¢énost a neusporiadanost, umoznuju vyslovit tzv. princip rovnhomer-
ného rozdelenia energie.

Pocdet stupriov volnosti mechanickej siistavy.

Pod poctom stupriov volnosti rozumieme podet nezdvislych sturadnic, ktorych
zmeny charakterizuji mozné druhy mechanického pohybu sastavy. Napriklad
hmotny bod pri pohybe po priamke mé jeden stupeni volnosti, hmotny bod
pohybujici sa v rovine mé dva stupne volnosti a v 3-rozmernom priestore tri
stupne volnosti. O rotécii hmotného bodu nemé zmysel hovorit. Hmotny bod
teda modze mat maximéalne tri stupne volnosti. N hmotnych bodov pohybujt-
cich sa v priestore bude mat 3N stuptiov volnosti. Dokonale tuhé teleso, upev-
nené v troch bodoch neleziacich na priamke, sa nemoze pohybovat a teda bude
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mat nulovy pocet stuptiov volnosti. Tuhé teleso upevnené v dvoch bodoch sa
moze otadat okolo osi uréenej tymito bodmi. V tomto pripade mé teleso jeden
stuperi volnosti. Ak je teleso upevnené v jednom bode, moze sa otacat okolo
troch navzajom kolmych osi prechadzajicich bodom upevnenia a méa teda tri
stupne volnosti. Pohyb volného telesa moézeme rozlozif na rota¢ny a transla¢ny
(postupny) pohyb. Ak séitame tri translac¢né a tri rotacné stupne volnosti, doj-
deme k zaveru, Ze dokonale tuhé teleso mé maximalne 6 stupiiov volnosti. Ak
pripustime deforméciu telesa, moze mat realne teleso lubovolny podet stuptiov
volnosti.

Za predpokladu, ze molekula je dokonale tuhé a jednoatémovii molekulu povazu-
jeme za hmotny bod, ddjdeme k nasledovnym zaverom. Jednoatémova molekula
bude mat tri transla¢né stupne volnosti, dvojatémova molekula bude mat tri
translacné a dva rotacné stupne volnosti odpovedajtce ota¢aniu okolo dvoch osi
kolmych na spojnicu atémov. Pri otacani okolo osi totoznej so spojnicou atémov
sa poloha atémov nemeni a preto uvazujeme len dva rotacné stupne volnosti.
Dokonale tuhd molekula, ktord méa viac ako dva atémy, bude mat 6 stupiiov vol-
nosti rovnako ako dokonale tuhé teleso. Prirodzene, keby sme neuvazovali tuht
molekulu, pribudli by dalSie stupne volnosti od vzdjomného pohybu atémov v
molekule. Ako uz bolo vyssie uvedené, zékladnym predpokladom molekularno-
kinetickej tedrie plynov je predpoklad uplnej neusporiadanosti pohybu molekul.
T4to neusporiadanost sa netyka len postupného pohybu, ale i pohybu rotaéného
alebo kmitavého. Ani jeden druh pohybu nemd prednost pred druhym. Zda sa
byt preto rozumny predpoklad, Ze na kazdy stupen volnosti pripadd rovnaka
energia £9. Tomuto principu hovorime princip rovnomerného rozdelenia
energie alebo tzv. ekvipartiény princip. K velkosti energie pripadajiicej na
jeden stuperni volnosti mozeme dospiet nasledovnou jednoduchou tivahou. Mole-
kula v jednoatémovom plyne mé tri stupne volnosti a pre jej stredni kinetick
energiu sme odvodili vztah:

3
e = —kT.
2
Na jeden stupeti volnosti potom pripadé energia:
1
Eo = ékT

Ak m& molekula ¢ stupiiov volnosti, potom na molekulu pripad4 strednd energia
dand vzfahom:

€ =1€g = %kT.
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Vnutornt energiu plynu mézeme teraz vyjadrit vzfahom:

i R %
U—Ns—NiET—ngRT—nUO,
kde ,
7
U0=§RT

je vnutorna energia jedného moélu plynu.
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9 Termodynamika

9.1 Praca plynu, teplo, prvy termodynamicky zakon

Mnohé stvislosti medzi vlastnostami latky mozno vysvetlit i bez podrobného
poznania vnutornej Struktary latky, bez konkrétnej mikrofyzikalnej predstavy.
Oblast fyziky, ktora takto postupuje, sa nazjva termodynamika a v dalSom sa
pokusime na zéklade termodynamiky plynov objasnit aspon zdkladné principy,
na ktorych je tento pristup zalozeny.

Majme plyn uzavrety vo valci s pohyblivym piestom s plochou S (Obr. 9.1).
Nech tlak plynu je p, potom silu, ktorou posobi plyn na piest mozeme vyjadrit
vztahom:

F' =pS

Je zrejmé, Ze pre zabezpecéenie rovnovahy musi okolie posobif na piest silou F
ktoréd je rovnako velkd, ale opacne orientovand. Pre pracu, ktori vykona plyn
pri vratnom posunuti piesta o elementarnu dizku dz plati:

|E| F’
S
S S I DS
X dx
Obr. 9.1

dW' = F'dz = pSda = pdV,
kde dV = Sdz je elementarna zmena objemu plynu.

Ak sa piest posunie tak, Ze sa objem zmeni z hodnoty V; na Vs, plati:

Va
W:/mw

Vi
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Ak oznac¢ime symbolom W pracu vonkajSich sil, je zrejmé, Ze pre ten isty dej
plati: W = —W’. KedZe vysSie zavedena préaca plynu stvisi s objemovymi zme-
nami plynu, hovorime o objemovej praci plynu. O praci W, ktort kona von-
kajsia sila, hovorime, Ze je to vonkajsia praca.

Ak plyn kond précu, meni sa jeho energia. Takto sa dostavame k pojmu vna-
tornej energie plynu U v termodynamike, pre ktort zrejme musi platit:

AW’ = —dW = —dU

Vs
W’:—W:/pdV:Ul—UQ:—AU.
Vi

Prirodzene, Ze tato rovnica plati len v pripade ak sti¢asne nedochadza k inému
sposobu vymeny energie medzi plynom a okolim.

7 kinetickej tedrie plynu vyplynulo, Ze jeho vnitorna energia zavisi len od tep-
loty. Ak sa meni vnatorna energia, meni sa i teplota a naopak. Ak je objemova
praca plynu kladna, zmena vnutornej energie je zaporna a teda musi klesat i
teplota plynu. Plyn v takomto pripade odovzdéava energiu okoliu. Naopak pri
stlacani plynu bude objemova praca zaporné, zmena vnutornej energie kladna,
teplota rastie a hovorime, Ze plyn dostédva od okolia energiu prostrednictvom
vonkajsej prace. Takyto spésob interakcie plynu s okolim oznacime ako mecha-
nicka interakcia.

Teplota plynu a teda i vnutornd energia plynu sa moze menit i tak, ze ddme
plyn do tepelného kontaktu s telesom inej teploty. Zo sktsenosti vieme, Ze po
urcitom case sa teploty telesa a plynu vyrovnaju, teda d6jde k zmene vnatornej
energie plynu. Ak budeme predpokladat, Ze nedochddza k mechanickej interakcii
(konstantny objem plynu), analogicky ako pre pracu mozeme pisat:

dQ' = —dQ = —dU

Q =-Q=U, —Uy=—AU.

Veli¢ina @) charakterizuje vymenu energie medzi stustavou a okolim pri takejto
interakcii a nazyvame ju teplom. Interakciu, medzi dvoma telesami réznej tep-
loty, pocas ktorej cez nespocetné mnozstvo interakcii medzi stavebnymi cas-
ticami telies dochddza k dynamickej rovnovahe (k rovnosti strednej kinetickej
energie molekuldrneho pohybu v oboch interagujicich telesiach) budeme nazy-
vat tepelnou interakciou.

Ak stcasne dochddza k mechanickej i tepelnej interakcii plynu s okolim, pre
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zmenu vnutornej energie plati:
AU=Us-U1 =W +Q

alebo
dU = dW 4 dQ = dQ — dW’, dQ = dU +dwW’.

, . Tieto vztahy predstavuji matematicka formuléciu tzv. prvého termodyna-
mického zakona. Tato veta hovori, Ze teplo, ktoré dodame plynu, sa spotrebuje
na zvysenie vnutornej energie plynu a na plynom vykonand pracu. Je potrebné
na tomto mieste uviest, Ze vnatornd energia je jednoznac¢nou funkciou stavu
plynu a je teda jednou zo stavovych veli¢in plynu. Naopak praca a teplo nie st
stavovymi veli¢inami. Maja svoj zmysel len v stvislosti s interakciou plynu a
okolia, pri ktorej dochadza k energetickym vymenam.

9.2 Molarna a hmotnostna tepelna kapacita plynov

Pod molarnou tepelnou kapacitou budeme rozumiet mnozstvo tepla, ktoré mu-
sime dodaf jednému mélu plynu, aby sme ho ohriali o jeden stupen (K alebo
°C). Hmotnostné tepelnd kapacita je definovana rovnako, ale sa vzfahuje na
hmotnostni jednotku (1 kg). Venujme sa najskor molarnej tepelnej kapacite,
prechod k hmotnostnej tepelnej kapacite je potom jednoduchy.

Predovsetkym pri plynoch je potrebné rozlisit molarnu tepelnt kapacitu za sta-
leho objemu Cy a moldrnu tepelnt kapacitu za staleho tlaku C),. Matematicky
ich vyjadrime vztahmi:

1 /dQ 1 /d@Q
n \dT /,, P n \dr »
Ak dodavame teplo plynu za staleho objemu, nedochadza k mechanickej interak-

cii s okolim, alebo inymi slovami, plyn nekona pracu a dodané teplo sa prejavi
len zmenou vnutornej energie plynu. Teda plati:

1w
T ondT

Ak vyuzijeme vysledky kinetickej tedrie plynov, dostavame:

Cvy

1d d [ )

Najlepsia zhoda s experimentom sa dosahuje v pripade jednoatémovych ply-

.....
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hodnét vyssie uvedeného modelu, pricom predovsetkym pre nizke teploty je pre
uspokojivy vyklad nevyhnutné pouzit kvantovo-mechanicky model.

Ak dodavame teplo plynu tak, Ze udrziavame konstantny tlak, moze tento plyn
stc¢asne i mechanicky interagovat so svojim okolim. Pomocou 1. termodynamic-
kého zékona a vyssie uvedenych vysledkov dostavame:

0_1 dQ _ldU+dW’_ld£+lpdV
dT p_n dT T ndT  n dT

P

LU ip_ oy

1
=nRT —pdV = RAT, = =
pV =nRT = np V = RdT, 9T — 3

Po dosadeni a tuprave

CPZCV-FR.

Posledny vztah udéva stvis medzi moldrnymi tepelnymi kapacitami a nazyva
sa Mayerovym vztahom (pre molarne tepelné kapacity).

Analogické vzfahy teraz napiSeme pre hmotnostné molarne kapacity, ak pou-
Zijeme suvis medzi molarnou tepelnou kapacitou C' a hmotnostnou tepelnou
kapacitou c:

_C
=30
kde M je moldrna hmotnost.
Plati:
_v iR
VTM T 2M
_ Cp _ Cy+R .
Cp = Mo Vi =cy + M

Posledny vztah je Mayerovym vztahom pre hmotnostné tepelné kapacity.
Pomocou moldrnej a hmotnostnej tepelnej kapacity mozeme vyjadrif zmenu
vnutornej energie nasledovnymi spésobmi:

dUpy = C,dT

m m
dU = ndUy = nC,dT = MC’,,dT = MCUMdT = mec,dT.
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9.3 Niektoré stavové zmeny idealneho plynu

9.3.1 Izochoricky dej

V = konst.
W' =0
Q:AU:’I”I’LCV<T2—T1).

V tomto pripade sa teda celé dodané teplo spotrebuje na zvySenie vnitornej
energie plynu, ak naopak plyn teplo odovzdava, deje sa tak na tkor jeho vnu-
tornej energie.

9.3.2 Izobaricky dej

p = kont.
Vo V2
W':/pdV:p/dV:p(ngVl)
Vi Vi

Q= de—i—dW’—chde—I—fpdV mey [dT + [ 2 RAT =
=m (cy + &) de:me(Tz—Tl).
T

9.3.3 Izotermicky dej

T = konst.

/ dV = /p1V1 dV = p1V1 dV p1V11nV = nRTlnE
1%l 14
dU = chdT =0
Qz/dU—i—dW’:/dW':W'.

Pri tejto stavovej zmene sa celé dodané teplo premeni na pracu plynom vyko-
nant.
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9.3.4 Adiabaticka stavova zmena

Takato stavova zmena sa realizuje v tepelne izolovanej stustave a teda modze
dojst len k mechanickej interakcii medzi stistavou a okolim. Prirodzene, dokonale
izolovand stustava neexistuje. Za priblizne adiabatické mozno povazovat také
deje, ktoré prebiehaji dostato¢ne rychlo vzhladom na rychlost tepelnej vymeny
medzi stistavou a okolim. Plati:

d@ =0

dU =dQ — dW' = —dW' = dW' = —dU.

Pri takomto deji teda plyn kona pracu na tkor vnitornej energie.
Zrejme plati:

T
W' = —/dUz —/chde —mey (Tx —T1) .
T

Vzfah medzi elementdrnou pracou a elementdrnou zmenou vnitornej energie
mozeme postupne upravovat tiez nasledovnym sposobom:

pdV = —meydT = meydT + pdV = 0.

Diferencovanim stavovej rovnice dostavame:

dV d
pdV + Vdp = nRAT = dr = PV T Vdp.
nR
Potom po dosadeni a apravach:
dV + Vd
mCme# +pdV =0
TR

M M R
(cvR+1)pdV+cVRVdp—0 /M

R
(CV + M) pdV +cyVdp =0

1
“eypV

cppdV + cyVdp = 0. /
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Dalej nech
e,
cy
potom
dV  dp
k— + — =0.
V
Integraciou poslednej rovnice dostavame:
kInV 4+ Inp = In (konst.)
n(pV") =In(konst.) = pV" = konst.,
kde k = -2 je Poissonova konstanta. Posledna rovnica udava stvis medzi tla-

kom a obJemom pI‘l adlabatlckeJ stavoveJ zmene. Obraz teJto zav1slost1 vp—V

1, adiabata je strmsSou krlvkou ako izoterma.
Pri adiabatickej zmene sa meni aj teplota plynu. Plati:

v
pV" = konst., p? = konst.

7 pomeru tychto rovnic pre suvis objemu a teploty pri tomto deji dostaneme:

V51T = konst.

Pri adiabatickej kompresii teplota rastie, naopak pri expanzii klesé.
Précu pri adiabatickom deji méZeme podéitat i nasledovnym spésobom:

Vo
W= [pdV =piVF [ G5 = piVigs [V

- %
Vi !

Cv

Va

o 11—k
plvl’iliﬂ (‘/le—m _ Vll—fﬁ) — plli/; ‘/11_"i ((%) — 1) =
k=1
(07 e

% (Tg _Tl) mCVM (T2 _Tl) = —Mmcy (TQ—T]_).

Postupne sme teda dospeli k rovnakému vysledku ako sme to uz urobili vyssie

na zaklade 1. termodynamického zakona.
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9.4 Carnotov idealny kruhovy dej

Pod kruhovym dejom budeme rozumiet dej, pri ktorom sa plyn, alebo vse-
obecne skiimané ststava, dostane cez rad stavovych zmien spét do povodného
stavu. V p —V diagrame bude takyto dej zobrazeny uzavretou krivkou. Pretoze
plyn po kruhovom deji bude mat rovnaké hodnoty vSetkych stavovych veliéin,
teda aj rovnaku teplotu, celkovd zmena jeho vnitornej energie je nulova. V
opac¢nom pripade by sme sa dostali do rozporu so zdkonom zachovania energie.
Matematicky moZno tto skutoénost vyjadrit vztahom:

fav—o

Tato rovnica je tiez jednou z matematickych formulacii 1. termodynamického
zékona.

Pomocou tohto vzfahu mozno ukézat nasledovnd vlastnost vnitornej energie.
Majme dva stavy plynu, ktorych obrazmi v p — V' diagrame nech st body A a
B (Obr. 9.2). Prevedme plyn najskor zo stavu A do stavu B po krivke AC;B
a potom spit z bodu B do A po krivke BC3A. Cely tento proces predstavuje
kruhovy dej a teda plati:

A A
p C,
G
B
V »
Obr. 9.2
%dU: / dU + / dU:O:/dU:— / dU:/dU.
AC1B BC2A AC:B BC2A AC>B

Zrejme plati nasledovné tvrdenie:
Celkova zmena vnutornej energie zavisi len od pociatocného a koncového stavu
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plynu a nezavisi od spésobu akym sa prechod medzi uvedenymi stavmi realizo-
val. Dalej plati:

jde:j{(dQMW):]{dQ+}{dW:Q+W:o,

kde W a Q je praca a teplo, ktoré plyn prijal od okolia pocas kruhového deja.
Je zrejme, Ze ak () je kladné, W musi byt zadporné alebo inymi slovami, ak plyn
prijima teplo, musi okoliu odovzdévat pracu a naopak. Objavuje sa tu teda moz-
nost premeny tepla na pracu. Tomuto problému bude venovana dalSia ast tejto
kapitoly.

Najprv struéne popiSeme tzv. vratny (reverzibilny) dej. Vratnym nazjvame
dej, ktory prebieha za neustalej rovnovahy s okolim. Tato rovnovéaha zabezpe-
¢uje, ze Tubovolne malou zmenou stavovej veli¢iny mozno beh deja kedykolvek
zmenif na opacny. Vratné deje sa vyznacuji maximalnou pracovnou Gspornos-
tou. Su limitnym pripadom skutoénych dejov, ktoré si prakticky vzdy nevratné.
Uvazujme teraz kruhovy dej idealneho plynu pozostavajuci z nasledovnych po-
stupnych vratnych stavovych zmien:

1. izotermické expanzia pri teplote 71,

Obr. 9.3

2. adiabatickd expanzia,

3. izotermicka kompresia pri teplote 75

4. adiabatickd kompresia.

Takyto dej nazyvame Carnotovym idealnym kruhovym dejom.
Urobme energetickil bilanciu tychto dejov:
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1. Qi =W]=nRTny?
W2/ = —Mcy (T2 — Tl) % = (
Qe =W} = nRTzln%
Wéi = —MCy (Tl - TQ); L= (h)

-

k—1

S

1 Vi
rovnic 2. a 4. sa d4 ukézat, ze plati:

o_h W

S

= = = ==,
Vs Vi Vi Wy
Wy = —Wj.
Pri celom kruhovom deji teda plyn ziskal od okolia prostrednictvom tepla ener-
giu:

Q = Ql + QQ = W/ = nRTllnE — ’flf:iTvglIlE = annE (Tl - TQ) .

Vi Va Vi
Vidime, ze rovnaké mnozstvo energie bolo odovzdané okoliu prostrednictvom
mechanickej prace.
7 celkového mnozstva energie, ktora plyn odobral zo zasobnika tepla prostred-
nictvom tepla @)1 pri teplote 17, sa len cast odovzdé okoliu prostrednictvom
prace. Ué&innost Carnotovho kruhového deja potom definujeme ako podiel cel-
kovej prace a tepla prijatého od zasobnika tepla, t.j. vzfahom:

_A/:Q1+Q2:Q1—Q/2_

; nRIngz (Ty — Tp) -1 Ty
Q1 Q1 Q1 nRTlln% T T

Zariadenie, ktoré prostrednictvom opakujiceho sa kruhového deja umoznuje
premenu tepla na mechanick(i précu, sa nazyva tepelny stroj. Jeho ucinnost
je vzdy mensia ako 1, pretoze pre teploty, medzi ktorymi stroj pracuje, plati
T < Th.

Nakolko deje v Carnotovom cykle st vratné, je zrejmé, ze mozu prebiehat v
obidvoch smeroch. Ak tento cyklus prebieha v opa¢nom smere, ako sme to vyssie
popisali, hovorime o chladiacom stroji. Skuto¢né deje nie sut vratné, preto je
vyznam idealneho cyklu dolezity v tom, Ze jeho ucinnost je maximélna aka sa
vobec d4 dosiahnut za danych podmienok.

9.5 Druhy termodynamicky zakon

Priekopnikom v oblasti skiimania tepelnych strojov bol franctzsky inzinier S.
Carnot. Medzi vyznamné zavery jeho prace patri tzv. Carnotova veta: Vsetky
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vratné stroje pracujice medzi tymi istymi teplotami maji rovnaka ucéinnost.
Ucinnost pritom nezavisi od pracovnej latky ani od charakteru vratného kru-
hového deja. Podla tejto vety je vztah pre tcéinnost, odvodeny pre Carnotov
kruhovy dej, platny pre akékolvek stroje pracujiice vratne medzi teplotami T a
T5. Hoci vo vSeobecnosti tepelné stroje premieniaju teplo na mechanicka pracu,
ani idedlny stroj nie je schopny premenit vSetko teplo ziskané z vonkajsich zdro-
jov tplne na pracu. Hypoteticky stroj, ktory by dokézal tiplne menit teplo na
pracu, sa nazyva perpetuum mobile druhého druhu. Vsetky doterajsie skise-
nosti potvrdzujua, Ze takyto stroj zasadne nemozno zostrojit. Tento empiricky
poznatok vyjadruje 2. termodynamicky zakon. Existuje niekolko jeho for-
muldcii:

Planck: Nie je mozné zostrojit periodicky pracujuci stroj, ktory by ni¢ iné ne-
sposoboval, len odoberal teplo zo zasobnika a konal rovnocennu pracu.
Clausius: Pri styku dvoch telies s rozlicnou teplotou teplo prechadza vzdy z te-
lesa teplejSieho na chladnejsie a nikdy nie naopak.

Mozno ukézat, Ze rozne formulacie 2. termodynamického zakona s rovnocenné,
teda ich tvrdenia vyplyvaja jedno z druhého a naopak.

Uvazujme idealny Carnotov kruhovy dej, pre ktory ako uz vieme plati:

T, — T3
Q1+Q2: 1 2§@+@:0.
Q1 Ty T 1

Veli¢ina Q/T sa nazyva redukované teplo, takze posledny vztah moézeme slovne
vyjadrit nasledovne: pri vratnom Carnotovom cykle sa sucet redukovanych tepiel
rovné nule. Kazdy vSeobecny vratny kruhovy dej si méZeme rozdelit na ”ele-
mentirne” cykly, pre ktoré plati vyssie uvedené tvrdenie. Mozno potom ukézat,
ze pri akomkolvek vratne uskuto¢nenom kruhovom deji je splnené rovnica:

o

kde dQ je teplo prijaté vratnym procesom pri teplote T a integracia sa vzta-
huje na cely kruhovy dej. Tento vzfah je zvykom oznacovat za matematické
vyjadrenie 2. termodynamického zakona.

Rovnakym spdsobom, ako sme to urobili pri vnttornej energii, mozeme ukézat,

7e plati:
[B-- %)%

AC:B BC2A AC,B
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B
Téato rovnica hovori, ze vysledok integralu [ %, vztahujlci sa na vratny prechod
A

zo stavu A do stavu B, zévisi len od tychto stavov a nezavisi od sposobu ako sa
tento prechod uskutocnil. Tento integral preto umoziuje definovat novi stavovi
veli¢inu, ktori nazyvame entrépiou a je zvykom oznacovat ju symbolom S. Pre
jej diferencial plati:

dQ
dS = —
s T
Jej celkova zmena pri prechode zo stavu A do B bude:
B 0
A

Tymto vztahom je uréena zmena entrdpie. Pre vypodet jej hodnoty potrebujeme
preto poznat tito hodnotu aspoinl v jednom bode. Tato hodnota plynie s tzv.
Nernstovej vety, ktord sa niekedy oznacuje tiez aj ako treti termodynamicky
zékon a znie: Entropia kazdej krystalickej chemicky cistej latky pri nulovej ab-
solutnej teplote je nulova (s priblizovanim sa k absolitnej nule konverguje k
nule).

Uvazujme teraz tepelne izolovanu sistavu. Zrejme plati:

B
SB—SAZ/gzo = Sg = Sa.
A

Pri vratnych adiabatickych dejoch sa entrépia ststavy nemeni. Hovorime, zZe
adiabaticky dej je izentropicky.
Doteraz sme sa zaoberali vratnymi dejmi. Teraz nés bude zaujimat, ako sa
zmeni entrépia pri samovolne v prirode prebiehajicich nevratnych dejoch. Ako
priklad uvedieme dva takéto deje - prenos tepla z telesa teplejsieho na chladnej-
Sie a expanziu plynu do vakua.

Prenos tepla.

Majme dve telesa, teleso A s teplotou 77 a teleso B s teplotou T3, pricom
Ty > Ty. Ak ich spojime, podla druhej vety termodynamickej bude teplo pre-
chédzat z teplejsieho na chladnejsie teleso, az kym sa teploty vyrovnaju. Bude
néas zaujimaft ako sa pritom zmeni celkova entrépia tejto izolovanej stistavy. Prvé
teleso odovzda teplo dQ’ a druhé teleso prijme teplo dQ, pri¢om plati dQ’ = -
d@. Zmena entrépie prvého telesa teda bude dSx = —% a zmena entropie
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druhého dSg = %. KedZe entrépia je aditivna veli¢ina, celkovd zmena entrépie
skiimanej izolovanej stistavy bude:

-h+Ty, Th—T

Q.

Kedze T1 > Ts, celkové zmena entrépie je kladné ¢islo, to znamené, Ze pri tomto
deji entrépia narastéa:

dS > 0.

Expanzia do vakua.
Majme v kalorimetri ulozené dve nadoby objemu V', ktoré st spojené kohutikom
K. V prvej nddobe je plyn a v druhej je vdkuum (Obr. 9.4). Ked otvorime kohtitik
K, plyn z prvej nddoby bude expandovat aj do druhej, az nakoniec bude objem
plynu 2V. Pri tomto deji plyn nekond précu (pretoze sa rozpina do vékua) a
kedZe je uzavrety v nddobe s nevodivymi stenami, je aj prenos tepla nulovy.

Z prvého termodynamického zakona vyplyva, Ze aj zmena vnatornej energie

Obr. 9.4

je potom nulovéa, a kedze ide o idedlny plyn a vnatorné energia je iba funkciou
teploty, pri tomto deji nedochddza ani k zmene teploty: T3 = T,. Tento dej
je nevratny a urcite existuje rozdiel entrépii medzi koneénym a pociatoénym
stavom, ale nie je mozné ho vypoditat podla definiéného vztahu pre rozdiel
entropii, pretoZze ten plati iba pre vratny dej. Najdeme preto Iubovolnti vratnu
cestu, ktord spaja pociatocény a koncovy stav. Méze to byt izotermickd expanzia
z V na 2V, a kedZe entrépia je stavova veli¢ina, jej zmena nezavisi od cesty, ale
iba od pociato¢ného a koncového stavu. Ak teda vypocitame zmenu entrépie
pre izotermicki zmenu z objemu V na objem 2V, vyslednd zmena entrépie
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bude rovnaké ako pre nas nevratny dej.:

2V

d 1 2V
AS = / ?Q = TnRTlnv =nRIn2.
v

Opit teda mame vysledok:
AS >0,

teda entrépia aj pri tomto samovolne prebiehajicom nevratnom deji narasta.
Druhy termodynamicky zakon sa da formulovat aj takto: prirodzeny proces,
ktory zacina v jednom a konéi v druhom rovnovéznom stave, bude prebiehat
tym smerom, ktory spdsobi, Ze entréopia systému a okolia vzrastie.
Prirodzeny proces je vzdy nevratny. V pripade vratnych dejov entrépia systému
a okolia bude konstantna, a ak napr. ststava prijala teplo pri konstantnej teplote
od okolia, jej entrépia vzrastie, ale entrépia okolia sa o t istit hodnotu zmensi.
Celkova entrépia stustavy a okolia teda ostane nezmenené. Pomocou entrépie sa
teda d& zistit na zdklade druhého termodynamického zdkona, ¢i dany dej moze
v prirode prebiehat samovolne.

Ak sa v rovnovaznom systéme v dosledku nejakého vonkajsieho podnetu porusi
rovnovéha, bude v fiom prebiehat samovolne nevratny dej az po nejaky novy
rovnovazny stav tak, Ze pritom narastie entrépia. To, Ze narastie entrdpia,
moZno vyjadrif aj tvrdenim, %e narastie neusporiadanost systému - tieto
dve tvrdenia st ekvivalentné. Pri prenose tepla by sme mohli pociatoény stav
charakterizovat vyrokom: castice prvého telesa maja teplotu 77 a Castice dru-
hého teplotu 75, kym pre konecny stav plati: ¢astice oboch telies maji kone¢ni
teplotu 7T'. Pri expanzii do vdkua v pociatocnom stave boli vSetky molekuly
plynu v objeme V, kym v kone¢nom stave boli v dvojnidsobnom objeme 2V.
Je vidiet, Ze v oboch pripadoch st pocdiatoéné tvrdenia ”silnejsie” - vyjadruja

.....
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5 Mechanicky kmitavy pohyb

5.1 Netlmeny harmonicky kmitavy pohyb

Pod kmitanie a vlnenie zahiniame Siroké spektrum fyzikalnych procesov - od
mechanickych kmitov a vin, cez elektromagnetické kmity a vlny, az k vlndm
popisujicim vlnové vlastnosti ¢astic. Aj ked vSetky uvedené deje maji roznu
fyzikalnu podstatu, ich forméalny - matematicky popis sa zésadne nelisi.

Mechanickym kmitavym pohybom (mechanickym kmitanim - oscildciami)

x<0 X

Obr. 5.1

nazyvame taky mechanicky pohyb hmotného bodu, pri ktorom je hmotny bod
viazany na ist(1, tzv. rovnovaznu polohu, a to tak, Ze pri svojom pohybe neprek-
ro¢i kone¢nt vzdialenost od tejto polohy. Ak je ¢asovy priebeh pravidelny, t.j.
opakuje sa po istom ¢asovom intervale T' (periéda), ide o periodicky kmitavy po-
hyb. Ak sa kmitavy pohyb d4 popisat pomocou funkcii sinus a kosinus, hovorime
o harmonickom kmitavom pohybe. D4 sa ukdzat, Ze Iubovolny kmitavy pohyb
mozno vyjadrit ako superpoziciu harmonickych kmitavych pohybov (Fourierova
veta), preto harmonicky kmitavy pohyb moZno pokladat za zékladny typ peri-
odického pohybu.

Majme kocku hmotnosti m upevnenti na konci pruziny, ktora sa méze kizaft
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bez trenia po vodorovnej podlozke s idedlne hladkym povrchom (Obr.5.1). Ak
neposobi vonkajsia sila, kocka na pruzine je v pokoji v rovnovaznej polohe. Ak
vonkajsou silou posunieme kocku do polohy A, pruZina sa natiahne a ak na-
sledne kocku pustime, bude vplyvom pruznjch sil vykonavat pohyb po priamke
okolo rovnovaznej polohy s najvicsou vychylkou A striedavo na obidve strany
od rovnovéaznej polohy. V takomto idedlnom pripade, ak neuvazujeme odporové
sily (trenie, odpor vzduchu), bude kocka vykondvat netlmeny kmitavy pohyb.
Sila, ktora na kocku posobi, je priamo imernd vychylke (konstanta timernosti k
charakterizuje elastické vlastnosti pruziny tzv. tuhost pruZiny) a je orientovand
smerom k rovnovaznej polohe, teda proti smeru vychylky:

F = —kZ, (5.1)
alebo v skalarnom tvare:
d2z
ez = —kx
Pz _k
dt2 m
d%x 9
AT
kde x je vychylka a % = w? je kladna konstanta. Ziskali sme diferencislnu

. . v 7 L4 . AV z ] . Id
rovnicu, ktorej vSeobecné rieSenie moézeme napisat v jednom z nasledovnych
tvarov:

x = acos (wt) + bsin (wt)

x = Asin (wt 4+ 7)
x = Acos(wt+ ).

Tieto tri tvary sa uplne ekvivalentné, pretoze ak napr. posledné vyjadrenie
rozpiSeme podla sictového vzorca pre cos(a+ ) = cosacosS — sinasin 3,
dostaneme:

x = Acoswtcosp — Asinwtsin

a oznac¢ime a = Acosyp a b = —Asinp, dostaneme prvé vyjadrenie rieSenia.

V lubovolnom ¢asovom okamihu teda vieme vyjadrit vychylku kmitajtaceho
bodu. Konstanta A je dand poc¢iatoénym natiahnutim pruziny z rovnovaznej po-
lohy a nazyva sa amplitida (maximdalna vychylka) kmitov. Fazova konstanta
¢ je zaliatofna fadza. Ak budeme napr. uvazovat rieenie x = A cos (wt + @),
fazova konstanta je urcend vychylkou v okamihu ¢ = 0. Po¢iatok merania ¢asu
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mozeme zvolit tak, Ze ¢ = 0, t.j. meranie za¢neme v okamihu, kedy hmotny bod
dosiahol svoju maximalnu vychylku.

Riesenim diferencialnej rovnice pre netlmeny kmitavy pohyb je napr. kosinuso-
ida s amplitidou A a fazovou konsStantou ¢, je to teda netlmeny harmonicky
kmitavy pohyb - netlmené harmonické oscilacie.

Ak dobou kmitu alebo periédou 1" nazveme ¢asovy interval, za ktory sa osci-
lator vrati spit do danej polohy (jeden kmit), dostaneme:

Acos (wt) = Acos[w (t+ T)]

Wl =21 = T:2—”:2m/@,
w k

kde w je uhlova frekvencia kmitavého pohybu. Frekvencia f je pocet kmitov
za jednotku ¢asu (za sekundu):

a teda

1
f=7
Rychlost a zrychlenie kmitajiceho hmotného bodu mozeme vyjadrif nasledovne:
d
v = d—j = —Awsin (wt + ),
d
a= dit) = —Aw?cos (Wt + ).

Casové priebehy vychylky, rychlosti a zrjchlenia st na Obr.5.2. Celkova mecha-
nicka energia netlmene kmitajiiceho hmotného bodu hmotnosti m bude rovna
suctu jeho kinetickej a potencialnej energie.
Pre kineticka energiu plati:
15, 1 2 2 . 2

E; = Jmv” = imA w” sin” (wt + @) .
Potencialnu energiu vzhladom na rovnovaznu polohu uréime ako pracu potrebnu
na vychylenie z rovnovaznej polohy:

E,=— [Fdz = [ kadz = 1ka?® =
0

o .
= 1kA? cos? (wt + ) = tmw?A? cos? (wt + ¢)

Celkova mechanické energia pri netlmenom harmonickom kmitavom pohybe sa
zachovava. Ak sa hmotny bod nachadza vo svojej maximalnej vychylke, je jeho
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x = Acoswt

/\ v = -Awsinot

VAN =

0 772 T 372 2T cast

(L

Obr. 5.2

potencialna energia maximéalna a kedZe mé rychlost nulovi, jeho kinetickd ener-
gia je v tomto bode nulova. Pri prechode rovnovaznou polohou je jeho rychlost
i kinetickd energia maximéalna a potencidlna energia je nulova. Teda s rastom
kinetickej energie kleséd potencidlna energia a naopak, a to tak, zZe ich stcet je
v lubovolnych okamihoch (Obr.5.3a) a pri fubovolnej vychylke (Obr.5.3b) rov-
naky.

Pre celkova energiu dostaneme:

1 1
E=E.+E,= imAzw2 [sin® (wt + @) + cos® (wt + )] = 5mA2w2 = konst.

E(0) + E (1) 5 E(x) + E (x)

E (x)

energie
energie

E® E(x)

& X +X
0 T2 T cast m vychylka x m

a) b)

Obr. 5.3
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5.2 Skladanie kmitov
5.2.1 Skladanie rovnosmernych kmitov

1) Nech je hmotny bod ntteny konat sti¢asne dva netlmené harmonické kmitavé
pohyby s rovnakou frekvenciou, ale roznymi amplitidami a fazovymi konStan-
tami, dané rovnicami:

x1 = Ajcos (wt + 1)

X = Ascos (wt + ¢2) .

Vychylka vysledného pohybu sa v kazdom okamihu rovna algebraickému stuctu
vychyliek x1 a xo:

x = Aj cos (wt + ¢1) + Az cos (wt + p3) .
Vyuzijeme stucétovy vzorec:
cos (o + ) = cosacos f — sin asin 8
a oznacime:

Ajcospy + Ascosps = Acosy
Ajsing; + Assingy, = Asing

Pre vychylku vysledného pohybu potom dostaneme:
x =z + x5 = Acos (wt + ¢),

teda ide op#f o netlmeny harmonicky kmitavy pohyb s rovnakou frekvenciou a
vyslednou amplitidou A a fdzovou konStantou ¢, pre ktoré z rovnic (5.2) plati:

A= \/A% + AZ + 241 Ascos (p2 — ¢1),

_ Ajsing; + Agsings

tgy = .
&2 Ajcospy + Azcospr
Ak pre fazovy rozdiel plati:

|2 — 1| = k27, k=0,1,2, ..

potom vysledna amplitiida nadobtiida svoju maximalnu hodnotu:

A=A+ As.
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V tomto pripade maju skladané kmitavé pohyby rovnaka fazu a vyslednd am-
plitida sa rovna suctu amplitid skladanych kmitov.
Pre fazovy rozdiel:

lp2 — 1| =2k +1)m, k=0,1,2,...
sa vysledna amplitida rovna rozdielu amplitid jednotlivych pohybov:
A=A — Ay

a hovorime o skladani kmitov s opa¢nou fazou. Ak sa pritom amplitidy rovnaju,
dochédza k uplnému potlaceniu kmitavého pohybu.

2) UvaZzujme opéf dva rovnosmerné harmonické kmitavé pohyby, ale nech tieto
maju teraz rovnaké amplitudy a fazové konstanty a nech sa liSia frekvenciami:

Obr. 5.4

x1 = Acos (wit + @)
29 = Acos (wat + ).

Ak vyuzijeme vztah:

!
cosa 4 cosf3 = 2cos
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dostaneme
Wo — w1 w1 + w2
T =21+ 29 = 2Acos Tt cos Tt—i—(p .

Ak predpokladame, ze frekvencie skladanych kmitov sa od seba len maélo lisia
(v porovnani s absolitnou velkostou frekvencie), moézeme sa na vysledny kmi-
tavy pohyb pozerat ako na harmonicky pohyb so zacdiato¢nou fazou ¢, uhlovou
frekvenciou w a amplitidou B, pre ktoré plati:

w= %, B =2Acos (wQ;wlt> .

Amplitada vysledného kmitavého pohybu sa potom meni s relativne malou frek-

venciou, pre ktora plati:
) W2 w1

2
Graficky je tento kmitavy pohyb znazorneny na Obr. 5.4c. Amplitida kmita-
vého pohybu dosahuje periodicky maximé a miniméa. O harmonickom pohybe
takéhoto typu hovorime, Ze sa vyznacuje razmi. Periédu rézov dostaneme ako
minimélny ¢asovy interval, za ktory amplitida dosiahne opit minimum (maxi-
mum):

T T’ i%r T T 2 o 1
T2 2 W |25 g —wi]  |2m 2w 11
™ h ™ T

a pre frekvenciu:

1 1 1
fTTT‘Tng‘UQ‘m'

Frekvencia razov sa teda rovna rozdielu frekvencii skladanych kmitov a je zrejmé,
Ze pri rovnosti tychto frekvencii razy vymizna.
5.2.2 Skladanie kmitov na seba kolmych

Nech hmotny bod kona sticasne dva harmonické kmitavé pohyby, jeden v priamke
x a druhy v priamke y kolmej na priamku z, frekvencia oboch kmitov nech je
rovnaka, ale nech maja rozne amplitiudy a fazové konstanty:

x = Asin (wt + @)
y = Bsin (wt + ).
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Po tprave dostaneme:

= sin (wt) cos (a) + cos (wt) sin ()  /.cos(B)  /.sin(B)

Wle &

= sin (wt) cos (B) + cos (wt) sin (B)  /.cos(a) /.sin ()

Po postupnom vykonani naznacenych operacii a vzadjomnom od¢itani rovnic
dostaneme:

G cos(f) — % cos(a) =
= cos (wt) [sin (a) cos (B) — sin () cos («)] = cos (wt) sin (a — ()

Zsin (B) — % sin (o) =
= sin (wt) [cos () sin (B) — cos (B) sin («)] = sin (wt) sin (8 — @)
Po umocneni a séitani oboch rovnic dostaneme:

2 2

2+ L~ 27 (cos (o) cos (8) +sin (o) sin (3)) = sin® (o~ 9)
x? y2 Yy .2
PJr—f2ﬁcos(ozfﬂ):sm (a—=0).

Dostavame takto vSeobecnt rovnicu elipsy, ktorej vlastnosti st urcené rozdielom
faz skladanych kmitov.
Uvedieme niektoré specidlne pripady:

a-p=n/2 (A=B) =r

2 ON
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Posledna rovnica je rovnicou priamky prechadzajtcej za¢iatkom siiradnicovej st-
stavy so smernicou B/A. Hmotny bod kond harmonické kmity po tejto priamke.
Aa—-pF=m

2 y2 Ty ( T Y B

T 2
Frptiap=(aty) =0=v=-3¢

Teraz teda hmotny bod kmitd v priamke so smernicou —B/A.

a—p=73
2 2
€z y
T=tmE=1
Je to rovnica elipsy, ktorej osi spadaju do smeru suradnych osi z, y. Ak o —
B = 7/2, hmotny bod sa pohybuje v smere hodinovych ruéi¢iek. V $pecidlnom
pripade, ked A = B:

2?4y = A?

rovnica elipsy prechédza na rovnicu kruznice, hmotny bod sa bude pohybovat po

kruZnici polomeru A s uhlovou rychlostou w. To znamen4, Ze zloZenim dvoch na

seba kolmych kmitavych pohybov s rovnakou amplitidou, rovnakou frekvenciou
s

a s fazovym rozdielom 7:

x = Acos (wt)
™ .
y = Acos (wt + 5) = Asin (wt)

dostavame pohyb po kruznici (Obr.5.5 5.5). Ak hmotny bod konéd rovnomerny
pohyb po kruznici s uhlovou rychlostou w, mozno ho rozlozit na dva na seba
kolmé kmitavé pohyby.

Ak budeme skladat dva na seba kolmé kmitavé pohyby s frekvenciami v po-
mere malych celych ¢isel, dostaneme pre vysledny pohyb zlozitejsie krivky -
tzv. Lissajousove krivky (Obr.5.6).

5.3 Tlmeny kmitavy pohyb

Pri redlnom kmitavom pohybe posobia na hmotny bod odporové sily (popri
harmonickej sile), ktoré postupne jeho pohyb utlmia. Pri malych rychlostiach
je tlmiaca sila priblizne priamo tGmernd rychlosti a mozeme ju teda popisat
vztahom:

F= —k:bv,
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3:2 1:7

Obr. 5.6

kde kp > 0. Tato sila je orientovana proti smeru rychlosti.
Na hmotny bod posobia dve sily - harmonickd a odporova, preto Newtonov
zékon sily mdzeme v tomto pripade zapisat:

Ak oznacime

kde b je tzv. koeficient tlmenia a wq je uhlova frekvencia netlmeného kmitavého
pohybu, potom rovnica méa tvar
d?z dz
— 42— 4+ wiz =0.
dt2 a7
Ziskali sme diferencidlnu rovnicu druhého radu bez pravej strany s konstantnjmi
koeficientami, ktortt budeme riesit pomocou substitucie:
r = ze*bt,
kde z je funkciou ¢asu: z = f(t). Po zderivovani, dosadeni do diferencialnej
rovnice a Uprave dostdvame rovnicu:
d?z
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Ak wy > b a oznaéime: w3 —b* = w?, potom dostaneme riesenie predchadzajticej
rovnice v tvare:
z = Acos (wt + ).

S ohladom na zavedent substitiiciu mézeme pre éasovu zavislost vychylky pisat:
= Ae " cos (wt + ).
Amplitida tlmeného kmitavého pohybu Ae % teda s ¢asom exponenciilne

/]

Timeny pohyb

A
kritické timenie
A t

\ nadkritické timenie

£
-

t

Obr. 5.7

klesa. Uhlové frekvencia w = y/(wg — b?) je mensia ako by bola pri pohybe bez
tlmenia. Doba kmitu 7' = 27” je vécsia v porovnani s netlmenym kmitavym
pohybom (Obr.5.7). Takyto kmitavy pohyb tlmenim zanikne, jeho mechanicka
energia sa postupne premeni na vnatorna energiu prostredia.

Tlmeny kmitavy pohyb nastane, ak wg > b?.

Pre w? — b? = 0, diferencidlna rovnica % = 0 m4 rieSenie 2 = A+ Bt a ide o
tzv. kritické tlmenie: z = (A + Bt)e~* (Obr.5.7).
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Ak b?> > w2, periodicky pohyb nevzniké, je to pripad nadkritického tlmenia
(posledné ¢ast obrazku). Ozna¢me b — w2 = ¢?, potom vyslednt diferencialnu
rovnicu moZeme zapisat v tvare:

‘31275 = c?2 a jej riefenie je z (t) = Ae’ + Be~“!. RieSenie pre vychylku potom
ma tvar: x = Ael¢~0t 4 Be—(cth)t,

Na popis tlmeného kmitavého pohybu sa okrem uvedenych charakteristik pou-
zivaja nasledovné veli¢iny:

- itlm definovany ako podiel dvoch po sebe nasledujicich vychyliek (napr. ma-
ximalnych), medzi ktorymi je ¢asovy interval T

ozt Ae™" _ T
z(t+T) Ae b(+T)

- logaritmicky dekrement ttlmu definovany vztahom:

0 =In\ = bT.

5.4 Vynuteny kmitavy pohyb

Tlmené kmity po urcitom ¢ase zaniknii. Ak m4 hmotny bod dlhodobo vykonavat
kmitavy pohyb, je nutné posobitf nan periodicky sa meniacou vonkajSou silou.
Takuto silu nazyvame vynucujica sila a mozeme ju zapisat:

F’ = Hcos (2t),

kde © je uhlova frekvencia a H amplitida vynucujtcej sily.
Pohybové rovnica takéhoto oscildtora (obmedzujeme sa na pohyb po priamke)
teraz bude:

F = —kx — kyv, + H cos (Qt)

d? d
mgf :kafkbd—erHcos(Qt)
d?x dz
S A )
i + bdt + wgz = hcos (Ot),
kde 2b =" g =L p=H

Z matematického hladiska ide o difererencidlnu rovnicu druhého radu s kon-
Stantnymi koeficientmi a pravou stranou. VSeobecné rieSenie takejto rovnice sa
skladé z vSeobecného riesenia rovnice bez pravej strany a z partikularneho riese-
nia rovnice s pravou stranou. VSeobecné rieSenie rovnice bez pravej strany sme
nasli pri rieSeni tlmenych kmitov a vyjadrili sme ho v tvare:

x1 = Be "cos (wt + @),
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kde B je amplituda v case t = 0.
Partikulérne rieSenie rovnice s pravou stranou hladajme skusmo v tvare:

29 = Acos (U + ),

kde «, A st konstanty. V dalsom urobime prislusné derivécie, dosadime do
diferencialnej rovnice a postupne upravujeme:

dxs . d21'2 2
W = —AQ Sin (Qt + Oé) y W = —AQ COS (Qt + Ol)

—AQ? cos (Ot + a) — 2bAQ sin (U + ) + wi A cos (Qt + a) = hcos ().
Pouzitim stctovych vzorcov a nasledovnymi ipravami postupne dostaneme:

—AQ? (cos Qt cos a — sin Nt sin o) — 20AQ (sin Ot cos o + cos Qt sin a) +
+w2 A (cos Qt cos a — sin Qt sin ) = hcos (2t)

(—AQ? cosa — 2bAQsina + wi A cos o — h) cos Qi+
+ (A2 sina — 2bAQ cos o — wi Asin o) sin Qt = 0.

Poslednéa rovnica plati pre fubovolny casovy okamih len ak:
—AQ% cosa — 20AQsina + wiAcosa —h =0
AQ?sina — 2bAQ cosa — wi Asina = 0.

Upravou dostaneme:

A (w§ — Q%) cosa — 2bAQsina = h (5.3)

A (w§ — Q) sina + 2bAQcosa = 0. (5.4)
Po umocneni a séitani rovnic (5.3) a (5.4) dostaneme:

A% (02 - Q%) + 4P A%Q% = 12

a teda

h

A= .
\/(wg —02)% + 45202

Upravou rovnice (5.4) mdzeme ziskat hodnotu vyslednej fazovej konstanty:

2692

tear = —————.
& w%—(ﬁ
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Mozno sa presvedcif, ze ak konstanty A a « spliaji vyssie uvedené vztahy, je
navrhnuty vyraz pre zo skuto¢ne partikuldrnym rieSenim danej diferencidlnej
rovnice. VSeobecné riesenie teda bude mat tvar:

& =1 + x9 = Be "cos (wt + @) + Acos (Qt + a) .

Je zrejmé, Ze po uplynuti dostato¢ne dlhého ¢asového intervalu prvy ¢len riesenia
bude zanedbatelne maly, oscilator bude v ustélenom stave a jeho pohyb bude
popisany rovnicou:

x = Acos (U + a) .

V ustélenom stave teda kond hmotny bod harmonicky pohyb s uhlovou frek-

Al
UJD w
Obr. 5.8

venciou vynucujucej sily a.

Amplitada A a fazova konstanta « zavisia od uhlovej frekvencie €2 sily, ktora ich
vynucuje, od vlastnej uhlovej frekvencie oscilatora wy a od koeficientu tlmenia
b. Vo vSeobecnosti kmitanie nie je vo faze s vynucujicou silou. Takato situdcia
by nastala keby nebolo tlmenie (b = 0).

Dalej zo vztahu pre A je zrejmé, Ze amplitida vynttenych kmitov je imerna
amplitide vynucujicej sily (h resp. H). Aj pri konstantnej amplitide vynucu-
jucej sily H mozeme menit amplitidu vynitenych kmitov A zmenou Q. Nech h,
wo, b s konstantné a hladajme pre akt uhlovi frekvenciu vynucujicej sily bude
amplitida maximéalna. Zo vztahu pre amplitidu A je zrejmé, Ze takato situécia
nastane, ked menovatel bude minimélny, t.j ked bude minimélny vyraz:

y = (wg — 92)2 + 4b%Q?
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a teda:

dy
10 =2 (wg — %) (—2Q) + 80’2 =0

—AQ (Wi — P —20") =0 = Q= /w3 —2b2.

Ak amplitada vynutenych kmitov dosahuje takéto maximum, hovorime, ze do-
chédza ku rezonancii. Posledny vzfah potom urcuje rezonanéni frekvenciu
vynutenych kmitov. Pre maximalnu amplitidu (rezonan¢ni) dostaneme vztah:

A, = h -
\/(wgf(w§72b2))2+4b2 (wgf2b2)
h h

— 3
VA0 +ab2wZ—8b%  2by/wZ—b2’

Bez tlmenia by k rezonancii doslo v pripade, keby sa rovnali uhlové frekvencie
vlastnych kmitov a vynucujtcej sily (2 = wp). Amplitida by bola v takomto
pripade nekonecne velka.

Pre b # 0 (teda v redlnych pripadoch) je amplitiida pri rezonancii vzdy koneéna
a dosahuje sa pri frekvencii Q < wp. Zavislost amplitudy vynatenych kmitov
od uhlovej frekvencie 2 (alebo Q/wg) sa nazyva rezonan¢nou krivkou. Je to
zévislost s maximom pri rezonancnej frekvencii. Cim je b viicsie, tym menej
ostré je toto maximum (Obr.5.8).



1 Elektrostatické pole

1.1 Coulombov zakon

Elektrické pole je oblast priestoru, kde sa prejavuje silové posobenie elektrického
naboja na iny elektricky naboj bez ich vzajomného dotyku. Elektrostatické
pole vznika v okoli kazdého elektrického naboja, ktory je v pokoji, a je Special-
nym pripadom elektromagnetickej interakcie, ktorej magneticka zlozka je nulova.
Takéto elektrické pole sa v ¢ase nemeni.

Zo skusenosti vieme, Ze existuja dva typy néboja - kladny a zaporny. Naboje
rovnakého typu sa odpudzuji a naboje rézneho typu sa pritahuja. Dalsi empi-
ricky poznatok hovori, Ze celkové mnozstvo elektrického naboja v lubovolnom
procese sa nemeni. Tato skutocnost vyjadruje zakon zachovania elektric-
kého naboja.

Atém sa skladd z fazkého, kladne nabitého jadra (zloZeného z kladne nabi-
tych proténov a neutrdlnych neutrénov), ktoré je obklopené zaporne nabitymi
elektréonmi. V elektricky neutrdlnom atéme je pocet kladnych a zapornych na-
bojov rovnaky. Velkost ndboja jedného proténu a jedného elektrénu je e =
1,602 - 107! C a nazyva sa elementarny naboj. Jednotkou elektrického na-
boja v sustave jednotiek SI je coulomb (C). Jednotka coulomb je definovana ako
mnozstvo naboja, ktoré pretedie cez lubovolny prierez vodica za 1 sekundu, ak
vodi¢om teéie konstantny elektricky prad 1 A.

Zakon popisujici vzajomné silové pésobenie medzi nabojmi sformuloval na za-
klade experimentalneho $tidia elektrického prifahovania a odpudzovania Ch. A.
Coulomb (1736 - 1806). Obsahom tohto zdkona je tvrdenie, Ze velkost sily, kto-
rou vzajomne podsobia na seba vo vakuu dva bodové naboje, je priamo imerna
sucinu velkosti ndbojov a nepriamo imernd kvadratu vzdialenosti medzi nimi:

1 Q1Q2

dmeg 12

: (1.1)

kde g9 = 8,85418 - 10712 A%kg™'m—3s* je elektrickd konstanta, Q;, Qo st uva-
zované bodové naboje a r je vzdialenost medzi nabojmi.

Rovnica (1.1) vyjadruje velkost sily vzadjomného pdsobenia medzi bodovymi
nabojmi, pricom jej smer spadd do smeru spojnice uvazovanych nabojov. Uve-
domujtc si tito skuto¢nost mozno velmi lahko prejst k vektorovému vyjadreniu
tejto sily. Vektorové vyjadrenie Coulombovho zakona ma tvar:

= 1 @Q1Q2
Fip = . 1.2
127 4reo 3, "2 (1.2)
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Fis je sila, ktorou pdsobi ndboj Q1 na ndboj Q)2 a 712 je polohovy vektor naboja
Q2 vzhladom k naboju Q1. Naboje Q7 a Q2 modzu byt kladné alebo zédporné a
podla toho bude orientovand elektricka sila (pozri Obr.1.1). Ak nédboje Q1 a Q2
majt rovnaké znamienka, vektory 72 a Fio s rovhosmerné (paralelné) (vyzna-
¢ené Ciarkovane na Obr.1.1 - ide o odpudiv silu). Ak s znamienka nabojov @1
a Qo opacné, vektory 715 a Fi5 st opa¢ného smeru (antiparalelné) (vyznacené
plnou éiarou na Obr.1.1 - ide o prifazliva silu).

Coulombov zakon plati pre bodové naboje, alebo pre objekty, ktorych rozmery

P

o

Obr. 1.1

st zanedbatelne malé v porovnani s ich vzdjomnou vzdialenostou. Ak je ndbo-
jov viac, vysledné sila pdsobiaca na jednotlivy naboj, bude rovna vektorovému
stuctu sil medzi tymto nadbojom a vSetkymi ostatnymi. Ak je za danych podmie-
nok mozné povazovat rozloZzenie naboja za spojité, sumu nahradime integralom.

1.2 Intenzita elektrostatického pola

Na popis elektrostatického pola je vhodné zaviest novi veli¢inu, ktortt budeme
nazyvat intenzita elektrického pola. M6Zeme to urobif nasledovnym sposo-
bom. Umiestnime maly testovaci bodovy naboj ¢ (pre jednoduchost uvazujme
kladny naboj) do bodu, kde chceme pole vySetrovat, a odmeriame elektrosta-
ticka silu F , ktora posobi na tento nédboj. Intenzitu elektrického pola E v tomto
mieste definujeme vzfahom:

E==. (1.3)

|y
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Intenzita elektrického pola (Obr. 1.2) predstavuje silu pdsobiacu na testovaci
naboj predelent velkostou tohto ndboja a nezavisi teda od testovacieho naboja.
Jednotkou intenzity elektrického pola v ststave SI je:
NV
[qo] C m'

Pouzijic vztahy (1.2) a (1.3) moZeme intenzitu elektrického pola v okoli bodo-

E(0>0)
r"E(0<0)
0
Obr. 1.2
vého naboja @Q vyjadrit vztahom:
E _ ﬁ _ 471'160 %F _ 1 Q —
g q T dweg 3

Ak je pole vytvarané viacerymi bodovymi ndbojmi @Q; (pozri Obr.1.3), plati:

Z F‘Z - 47r1€0 %73(17:; 1 Q .

Lt M i =N K 1.4
OB LD DA

Rovnica (1.4) je prikladom principu superpozicie, ktory v tomto pripade hovori,
ze vysledné intenzita elektrického pola v danom mieste je vektorovym stctom
intenzit poli vytvorenych jednotlivimi nabojmi.
Princip superpozice mozno vyuzit aj pre vypocet intenzity elektrického pola v
okoli telies so spojite rozlozenym nabojom. Ako uvidime v dalSom, ndboj moze
byt rozloZeny jednak v objeme (objemovy nédboj), ale tiez aj v tenkej povrchovej
vrstve nabitého telesa (plosny naboj).
Pre opis rozloZenia objemového nédboja definujeme veli¢inu objemova hustota
naboja:

dQ

p:dV’

E:

|y

q q
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R
2[4
Q?_’_z<_i_..q/'
A B}
0 A
0,
Obr. 1.3

kde d@ je elementarny nadboj nachadzajuci sa v elementarnom objeme dV'.
Podobne pre opis rozloZenia ndboja na povrchu telesa definujeme veli¢inu plosnéa
hustota naboja:
_dQ
=43

kde d@ je elementarny naboj rozlozeny na elementarnej ploche dS.
Intenzita elektrického pola pre ndboj rozlozeny v objeme s objemovou hustotou

Obr. 1.4

p modze byt pomocou principu superpozicie vyjadrena vztahom (pozri Obr.1.4):
- 1 pdV
po [ Loty
dmeg 13
v

pricom integrujeme cez cely objem V| v ktorom je nédboj rozlozeny.
Podobne mézeme vyjadrit pole pre pripad, Ze naboj je rozloZeny na povrchu



1.3 Tok intenzity elektrostatického pola, Gaussov zdkon 7

telesa s plosnou hustotou o:

- 1
5o / odS -
dmeg 13
s

a integrujeme cez celt plochu S, na ktorej je ndboj rozlozeny.
Elektrické pole mozeme znazornif pomocou elektrickych siloéiar. Ich vlast-
nosti mozno zhrnat takto:

1. Doty¢nica k silo¢iare v kazdom bode urcuje smer intenzity E v tomto
bode.

2. Siloc¢iary sa navzajom nepretinaju. Pocet siloCiar na jednotku prierezu
(kolmo na silo¢iary) je timerny velkosti intenzity E. Ak su teda silogiary
blizko k sebe, intenzita pola E je vicsia, ak su silodiary vzdjomne vzdia-
lené, intenzita pola E je mensia.

3. Silo¢iary maju zaciatok iba na kladnych nédbojoch a koncia iba na zapor-
nych nabojoch.

1.3 Tok intenzity elektrostatického pola, Gaussov zakon

Pri tivahéch v tejto casti si moézeme pomoct predstavou elektrickych silodiar,
ktorych vlastnosti boli uvedené v predchadzajucej casti. Uvazujme elementarnu
plosku dS v elektrostatickom poli, ktoré moze byt vo vieobecnosti nehomogénne.
Tato elementarna ploska je takd mald, Ze moze byt povazovand za rovinni a pole
mozno pokladat za konstantné pre vSetky body tejto plosky (pozri Obr.1.5).
Pomocou predstavy o silodiarach mozeme vyjadrit tok vektora intenzity d7x,
ktory je imerny poctu silo¢iar prechadzajucich cez dant plésku:

dTg = EdS; = EdScosa, (1.5)

kde dS je priemet dS na rovinu kolmu na Eaa je uhol medzi dS a dS .
Je zrejmé, Ze tok vektora intenzity elektrického pola cez dant plosku je (imerny
poctu silociar prechadzajucich cez dana plosku.
Ak zavedieme vektor
ds = dsi,

kde 77 je jednotkovy vektor kolmy na elementarnu plosku d.S, zrejme plati

E-dS =dSE - i = EdS cos o (1.6)
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Obr. 1.5

Z porovnania rovnic (1.5) a (1.6) dostédvame:

—

ATy = E - dS. (1.7)

Téato rovnica definuje tok vektora E cez elementarnu plosku dS.

Gaussov zakon sa tyka toku intenzity cez lubovolni uzavreta plochu, teda cez
plochu, ktora tplne obopina uréity objem (napriklad gulu). Orientaciu dS pre
uzavretu plochu definujeme v smere von z uzavretého objemu. Potom tok pre
silo¢iary vychadzajuce z uzavretého objemu je kladny a tok pre silo¢iary vcha-
dzajice do neho je zaporny.

Tok intenzity cez uzavretu plochu je dany vztahom:

pricom sa integruje cez celi uzavrett plochu S. Ako uz vieme, tok intenzity cez
plochu je timerny poctu elektrickych silo¢iar prechadzajtcich plochou a zaroven
silo¢iara moze zacéinat a kondif len v mieste ndboja. Ak sa v uvazovanom ob-
jeme nenachadzaju naboje, kazda silociara zac¢ina aj kon¢i mimo tohto objemu.
Kolkokrat takéto silodiara prejde do daného objemu cez uzavrett ohranic¢ujicu
plochu, tolkokrat musi z objemu cez tto plochu aj vystupit. Velmi lahko pri-
deme takto k zaveru, zZe tok intenzity cez uzavrett plochu je nenulovy iba v
pripade, ak niektoré siloc¢iary maji pociatok alebo koniec v objeme, ktory je
plochou obopinany. Inymi slovami, tok bude nenulovy len vtedy, ked sa v da-
nom objeme nachadzaji naboje. Predpokladajme preto, Ze plocha S obopina
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elektrické ndboje Q1,Qa, ...Q;, ... (Obr. 1.6).

Vyuzijic princip superpozicie, mozeme pisaft

5 g = a ~ 1 Qi &
TE%EdS?{ZErdS?{ZAMEOT?WdS
S S

Ak d€; je priestorovy uhol pod ktorym vidime plosku d.S z miesta uvazovaného
naboja, plati:
dSJ_i = T?in

a teda: .
n n am Z Q?
Qi ?{ dS,; 1 / i=1
T = = ;| dQ; =
E Z dmeg r? 4meg Z @i ! €0
i=1 S i=1 0
Gaussov zakon, ktory mozeme vyjadrit takto:
n
o,
T — =1 _ %
B €0 €0

hovori, Ze tok intenzity cez Tubovolnd uzavret plochu je rovny naboju, ktory
tato plocha obopina, predelenému elektrickou konstantou vakua.

Je treba mat na pamiti, ze Q je vysledny naboj - algebraicky stdet vSetkych
nébojov (bertic do ivahy ich znamienka), priom nezalezi na tom, kde a ako je
naboj v danom objeme rozlozeny.
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1.3.1 Niektoré aplikacie Gaussovho zakona

1. Elektrické pole pri povrchu vodivych nabitych telies

V pripade statickej situacie, t.j. ak st ndboje v pokoji, elektrické pole vo vnutri
vodivého telesa musi byt nulové. Ak by intenzita elektrického pola bola nenu-
lové, na volné naboje, ktoré sa nachadzaju vo vanutri vodivého telesa, by posobila
sila F = eE a tieto naboje by sa dali do usmerneného pohybu, to znamena, ze
vo vodici by tiekol elektricky prid. Takyto priad ale nebol pozorovany.

Smer vektora intenzity pola E, pre body blizke povrchu, je kolmy na plochu
povrchu a pre kladny naboj je orientovany von z plochy. Ak by vektor E nebol
kolmy na povrch, mal by zlozku v rovine povrchu. Tato zlozka by pdsobila na
volné naboje na povrchu a spdsobila by povrchové prudy. Kedze takéto priady
neboli pozorované, zlozka vektora E v rovine povrchu musi byt nulova a teda
vektor E musi byt kolmy na povrch.

Skutocnost, ze elektrické pole je vo vnutri vodivého telesa nulové, mé jeden zau-
jimavy doésledok: Kazdy naboj privedeny na vodivé teleso sa rozlozi v povrchovej
vrstve. Dokazeme to pomocou Gaussovho zakona.

Majme vodivé teleso, ktoré je nabité nadbojom Q. Uvazujme Iubovolny objem
vo vnutri telesa, ktory obopina uzavreta plocha S. Elektrické pole vo vSetkych
bodoch tejto plochy je nulové, takze tok intenzity cez tuto plochu je nulovy.
Z Gaussovho zakona je zrejmé, ze potom algebraicky sucet nabojov vo vnutri
tejto plochy je nulovy. KedZze to plati pre lubovolnt uzavreti plochu vnatri te-
lesa, vnatro nabitého vodivého telesa je elektroneutrdlne. Naboj @, privedeny
na takéto teleso, moze byt rozloZzeny len v povrchovej vrstve telesa. Gaussov
zdkon umoznuje urcit velkost elektrického pola E tesne pri povrchu lubovolného
nabitého telesa.

Majme vodivé teleso, na povrchu ktorého je rozlozeny naboj @ s plosnou husto-
tou o. Ako uzavretu integra¢nt plochu si zvolime valcovi plochu so zakladiiou
dS velmi malej vysky, takZe jedna zakladiia valca je tesne pod povrchom telesa
a druhé zakladiia je tesne nad jeho povrchom a plast obopina plésku povrchu
telesa velkosti dS, na ktorej je ndboj d@ (pozri Obr. 1.7). Vyska valca je kolm4
na povrch telesa. Elektrické pole je vo vnutri telesa nulové a tesne nad povr-
chom méa smer kolmy na povrch, aj na vektor plochy pldsta valca v kazdom
jeho bode. Preto tok intenzity je nenulovy iba cez vonkajsiu zakladnu valcovej
plochy. Plocha dS zékladne valca je mal4, takZe pole mdZeme povazovat vSade
na nej za konstantné. Potom z Gaussovho zakona mame

dTE:E-d§:EdS:@:@’
€0 €0



1.3 Tok intenzity elektrostatického pola, Gaussov zdkon 11

Obr. 1.7

kde o je plosna hustota naboja na povrchu telesa.
Takto sme dostali pre velkost intenzity elektrického pola tesne nad povrchom
nabitého vodivého telesa vysledok

ktory plati pre teleso Tubovolného tvaru.

2. Elektrostatické pole v okoli nekoneénej nabitej roviny.

Majme rovinu, na ktorej je kladny naboj, ktory je rozloZzeny rovnomerne, s
plosnou hustotou o. Aby sme uréili intenzitu elektrického pola, vyberieme si
uzavretu valcovi plochu so zdkladnami S a vyskou 2r okolo roviny tak ako je to
na Obr. 1.8. Ocakavame kvoli symetrii, ze E je kolmé na rovinu z oboch stran
a je homogénne na oboch zdkladniach vybranej valcovej plochy. Kedze E jev
kazdom bode plochy plasta valca kolmé na jej vektor, tok cez plast valcovej plo-
chy je nulovy a do celkového toku prispieva iba tok cez zakladne. Z Gaussovho
zékona dostavame:

PLENNS SN
« L
N S

<
r

Obr. 1.8
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L s
f&z%EdSzﬂS:Q:gf:E:U.

€0 €0 260
S

Vidime, ze pole je vSade rovnaké, £ mé rovnaka hodnotu pre body blizke k
rovine i pre body od nej vzdialené. V pripade zdporného naboja sa vektor in-
tenzity zmeni na opacny.

Majme teraz rovnomerne rozlozeny naboj na dvoch rovnobeznych rovinach.
Prva z nich nech je nabita kladnym nabojom a druha zapornym nabojom, obe
s nabojovou hustotou o, pozri Obr. 1.9.

Urc¢ime elektrostatické pole medzi tymito rovinami a mimo nich. K tomu vyuzi-

+

c o
E | E E
— | — —
Obr. 1.9

jeme princip superpozicie. Vidime, Ze pre velkost intenzity pola medzi rovinami

plati
o o o
EFE=F+FE=—+4+—=—
260 250 €0
a vSade inde

E=Fy—E =0.

1.4 Praca a potencialna energia v elektrostatickom poli,
elektricky potencial

Elektrostatické pole vytvorené v okoli nabitych telies moze byt popisané nielen
pomocou vektora E, ale aj pomocou skalarnej veli¢iny ¢, ktora sa nazyva elek-
tricky potencial. Tato skalarna veli¢ina je definovand pomocou potencilnej
energie naboja v elektrickom poli.

Predstavme si kladny naboj ¢ ulozeny v elektrostatickom poli intenzity E. Sila
ﬁel, ktord posobi na tento naboj, je dand vztahom:

le::qﬁi
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Praca vykonand touto silou pri premiestneni naboja ¢ z bodu 1 do bodu 2 je:
F2 FZ
W:/ﬁel-dF:q/Edﬁ (1.8)
Fl Fl

Nech je elektrické pole E vytvorené kladnym bodovym nabojom Q a 7 je

Obr. 1.10

polohovy vektor nédboja ¢ vzhladom na nédboj @ (Obr. 1.10). Praca vykonana
polom néboja @, pri premiestneni ndboja ¢ z bodu 1 do bodu 2, je

(1.9)

a zavisi iba od polohy tychto bodov a nezévisi od prejdenej drahy. Z (1.9) je tiez
vidno, ze ak sa nadboj ¢ pohybuje po uzavretej drahe, t.j. vrati sa do vychodis-
kového bodu, praca elektrostatickej sily je rovna nule. Je to zdkladna vlastnost
elektrostatického pola a moZeme ju zapisat vztahom

j{ﬁ-dfzo.

Tato rovnica hovori, Ze elektrostaticka sila je konzervativna sila. Teda naboj
v elektrostatickom poli mé potencidlnu energiu F,, ktorej zmena stvisi s pracou
sil elektrostatického pola podla nasledovného vytahu

7 2
AE, = Ep — Epy =W = —/ﬁel.dF: —q/E~dF.
71

T1
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V poli bodového ndboja mozeme pisat

gQ 1 ¢Q 1

AE, = .
P 471'60 T2 471'50 1

Potencial ¢ elektrostatického pola definujeme ako podiel potencidlnej energie
bodového naboja g v danom mieste a tohto naboja:

p=—".
q

Pre rozdiel elektrickych potencidlov medzi bodmi 1 a 2 mame

7
Eps E B,
Ap=py—py =2 -2 =—/E-df- (1.10)
¢ q J
71

Pre elementarnu zmenu elektrického potencialu
do = —E - dF. (1.11)

V $pecidlnom pripade bodového naboja

A@:AEP_Q(l_l)

q deg \r2 11

alebo
_ Q1

dmeg T

)

kde C je konstanta, ktorej hodnota zavisi od volby vztazného bodu 1.

Za tento bod (dohodou) berieme spravidla nekonec¢no a elektricky potencial v
tomto bode je rovny nule. V tomto pripade pre elektricky potencial v bode 2
dostavame

a pre elektricky potencial v poli bodového naboja vo vzdialenosti » mame

Q1

= 47'{'80 ;

(1.12)
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Potencidl moze byt graficky zobrazeny ekvipotencidlnymi ¢iarami alebo (v
trojrozmernom pripade) ekvipotencidlnymi plochami. Je to mnozina bodov
s rovnakym potencidlom, t. j. dp = 0 a na premiestnenie ndboja z jedného bodu
do druhého nie je potrebnd ziadna praca. Ekvipotencidlna plocha musi byt v
kazdom bode kolmé na intenzitu elektrostatického pola pretoze podla vztahu
(1.11) ak d¢ = 0, potom vektory E a d7 musia byt na seba kolmé.

Potencial v lubovolnom bode pola vytvoreného viacerymi bodovymi ndbojmi sa
najde vypocitanim potencidlu ¢; od kazdého jednotlivého naboja, ako keby iné
naboje neboli, a s¢itanim takto ziskanych hodnot:

1 Qi
@:Zi:@i: 47‘1’5022_:7”7;.

Ak je naboj rozlozeny spojite, suma sa nahradi integralom

1 dQ
p=[de=7 -,
TED r

kde d@Q je element naboja a r je jeho vzdialenost od bodu, v ktorom sa ¢ podita.
Précu sil pola vykonanit pri premiestneni ndboja ¢ z bodu 1 do bodu 2 dant
vztahom (1.8), s vyuzitim vztahu (1.10) mozeme vyjadrif nasledovne:

7
W=q/E~dF=q(<p1—<p2):qU, (1.13)

T1

kde

T2
U= [E-d7= (o1~ 22)

je elektrické napétie medzi bodmi 1 a 2. Teda elektrické napiitie na istom
useku drahy sa rovna rozdielu elektrickych potencidlov medzi koncovymi bodmi
uvazovaného tseku drahy. Jednotkou napitia je 1 volt (V).

Teraz vyjadrime stvis medzi intenzitou elektrického pola Ea elektrickym po-
tencidlom ¢. Budeme uvazovat dva blizke body (z,y, ) a (x+dz, y+dy, z+dz).
Zmena elektrického potencialu pri prechode z prvého bodu do druhého je

a—(pdx + 8—Lpdy + a—(pdz

de = ox dy 0z
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podla (1.11) je:
dp = —E -dF = —E,dz — E,dy — E.dz

a z porovnania poslednych dvoch rovnic:

O o O o O

Em:_ ’ - - ; z = =
oz Y dy 0z

alebo .
E = —gradep.

Znamienko minus zohladiuje skutocnost, Ze intenzita pola je orientovana od
oblasti kladného potencidlu k oblasti zdporného potencidlu, kym vektor grady
je podla definicie orientovany v smere narastania ¢. Na kladny naboj v elektro-
statickom poli pdsobi sila smerujtca od miesta s vyssim potencidlom do miesta s
nizs$im potencidlom. Jednotkou elektrického potencidlu je joule/coulomb = volt
(V).

1.5 Pohyb nabitej castice v elektrickom poli

Preskiimame pohyb ¢astice s hmotnostou m a nidbojom ¢, ktord sa pohybuje
v homogénnom elektrickom poli. Homogénnym elektrickym polom nazjvame
pole, v ktorom m4 vektor intenzity v kazdom bode rovnaky smer a velkost, t. j.
E = konst.. Z praktické hladiska st najzaujimavejsie pripady pohybu castice
v pozdlznom a prie¢nom elektrickom poli. O pohybe v pozdiznom elektrickom
poli hovorime, ked castica vleti do pola tak, Ze jej pociato¢nd rychlost 7y je
rovnobeznd s vektorom intenzity pola E.O pohybe v prieénom poli hovorime,
ked pociatoénd rychlost je kolmd na vektor intenzity pola.
Ak mé velkost rychlosti ndboja ¢ v homogénnom elektrickom poli v mieste s
potencidlom ¢; hodnotu vy, v dosledku posobenia elektrostatickej sily naboj
prejde do miesta s potencidlom s, kde bude mat jeho rychlost velkost v. Vy-
uzijic vetu o kinetickej energii a vztah (1.13), pre pohyb v pozdlZznom poli
plati:

1o 1 5

gmv” — omuvp = W = q(p1 — ¢2) = qU.
Pre opis pohybu ¢astice v prie¢nom poli si zvolme stradnicovi sustavu tak, ako
je na Obr. 1.11.
Silu posobiacu na ¢asticu moézeme vyjadrit vztahom:

F =qE =qEj (1.14)
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—>
o1}

Obr. 1.11

a pre pociato¢nu rychlost plati:

’170 = 'Uo??.
Druhy Newtonov pohybovy zékon (F' = md) v kombinécii so vzahom (1.14)
poskytuje rovnice:

d%z
F, = e =m—— =0,
ma, mdt2
d2y
Fyfmayfm@*qE

Integraciou tychto rovnic urc¢ime stradnice rychlosti a stiradnice polohy castice
v lubovolnom ¢asovom okamihu ¢. Dostaneme

Vg = Vo,
E
Uy = q—t,
x = vot, (1.15)
LgE ,
= ——t". 1.16
=5 (1.16)
Eliminéciou ¢asu v rovniciach (1.15) a (1.16) uréime rovnicu drahy &astice:
1 qF ,

=1 = konst.z2.
2 mug

Castica sa teda pohybuje po parabolickej drahe.
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1.6 Energia ststavy nabojov, nabitého vodic¢a a elektro-
statického pola

Na vytvorenie ststavy nabojov musime vykonat pracu spojent s prekonanim
odpudivych ¢i pritazlivych sil poésobiacich medzi nimi. Pod energiou sustavy
nabojov budeme potom rozumiet celkové mnozstvo prace, ktortt musi vykonat
vonkajsia sila na jej vytvorenie. Predstavme si napriklad, Ze vytvarame siistavu
bodovych nabojov. K prvému naboju by sme priniesli druhy naboj, pricom by
sme konali précu proti sildm pola vytvoreného prvym nédbojom. Pri ,prinaSani®
tretieho naboja by sme konali pracu proti sildm pola vytvoreného prvou dvojicou
nabojov a analogicky by to bolo pri postupnom ,,prindsani“ dalsich nabojov.

Ak vyuzijeme definiciu potencidlnej energie, ktorti vzfahujeme na nekonecno,
mozeme pre pracu potrebnil na vytvorenie sistavy dvoch néabojov @1, Q2 pisat

7 7

W’:/F’~dF:—/F-dF:Ep(r)—Ep(o<):Ep(r)

xX

_ @@y 1

. (117
47T€() T12 ( )

kde F/ je vonkajsia sila, F je sila pola, 712 je polohovy vektor ndboja Q2 vzhla-

dom na polohu naboja Q1.

Pre elektricky potencial ¢ prvého naboja v poli druhého a pre potencidl oo

druhého néboja v poli prvého ndboja mozeme na zaklade vztahu (1.12) pisat

Q2 1 Q1 1
a

= —. 1.18
2 47’('50 T12 ( )

47TEQ 12

P1

Z (1.17), (1.18) mozeme vyjadrit energiu E, uvazovanej dvojice ndbojov nasle-
dovne
E,=W'= Qip1 = Qapo. (1.19)

Vztah (1.19) moZeme vyjadrit aj nasledovnym spdsobom:

1
E, = 3 (Qr1 + Qayp2) -

Postupom naznadenym v Gvode tejto kapitoly mozno odvodif analogicky vztah
platny pre Iubovolny pocet nabojov:

1
E, = 5 ZQi%‘, (1.20)

kde scitavame cez vsetky nédboje, Q; oznacuje i-ty naboj a ; je elektricky
potencial pola v mieste i-teho naboja, ktory je vytvoreny ostatnymi nabojmi.
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Zo vztahu (1.20) moZno velmi jednoducho vyjadrit energiu nabitého vodica.
Umoziuje to skutocnost, Ze nabity vodi¢ predstavuje ekvipotencidlny utvar.
MozZeme sa o tom presveddif nasledovnou tvahou. Vieme, Ze vo vnutri vodica
je E = 0. Ak spojime dva lubovolné body lubovolnou krivkou a urobime nizsie
naznaceni integraciu, zrejme plati:

T2
/E-d?":@l—g@:O

a teda p1 = po = ¢ pre fubovolnt dvojicu bodov vodica.
Pre energiu nabitého vodica teraz zo vztahu (1.20) dostaneme

E, = %ZW: %@ZQi=%¢Q7

kde Q@ = > Q; je celkovy nédboj na vodiéi.

Teraz prejdeme k vyjadreniu energie elektrostatického pola. Uvazujme dve neko-
ne¢né rovnobezné roviny nabité s rovnakou plosnou hustotou naboja opa¢ného
znamienka (pozri Obr. 1.12). Ak sa tieto roviny dotykaji, energia je nulova
(Q = 0). Ak st vo vzdjomnej vzdialenosti d, velkost intenzity homogénneho
elektrostatického pola vytvoreného v objeme medzi nimi je

Obr. 1.12
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Vieme tiez, ze pole vytvorené jednou rovinou v mieste, kde je uloZzené druha, je
o
Fy=—.
250

Potencialna energia odpovedajica ploche S roviny moze byt vyjadrena

d d d
E,=—[F idv = [ Fdx = So [ Eydz =
g Y 0 (1.21)
=S [ = £,50 = Loy 28,

To je energia elektrostatického pola, ktoré je vytvorené v objeme V = Sd.
Vyraz

We] = 7?3 = §€0E2

potom vyjadruje hustotu energie, teda energiu elektrostatického pola v obje-
movej jednotke.

1.7 Kapacita vodica, elektricky kondenzator

V predoslej Casti sme ukézali, ze nabity vodi¢ predstavuje ekvipotencidlny ut-
var. Tato skutocnost ndm umoziiuje definovat kapacitu vodi¢a nasledovnym
sposobom. Kapacita vodica C je definovana ako podiel ndboja @ na vodici a
absolutneho potencidlu ¢ vodi¢a (¢ = 0 pre r — c0):

c=9

2

Jednotkou kapacity v ststave SI, ktord vyplyva z definicie, je coulomb/volt.
Téato jednotka sa nazyva farad (F):

_1c
TV

Stustava pozostavajica z dvoch vodi¢ov nabitych rovnakym nédbojom opacéného
znamienka sa nazyva kondenzator. Kapacita kondenzatora je definovana:

Qe

Y1 — P2 ’

kde 1 a g st elektrické potencidly na jednotlivych vodi¢och a @ je naboj vo-
dica, ktory méa potencial 1.

1F

C:
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Kapacita doskového kondenzatora

Na ilustraciu najdeme vyjadrenie kapacity pre doskovy kondenzator, ktory tvo-
ria dve rovnobezné vodivé dosky vo vzdialenosti d, ktora je mala v porovnani s
rozmermi dosék. Nech na dosky, ktorych plosny obsah je S, st privedené opacné
naboje +@Q. Rozdiel potencidlov dosdk méze byt vyjadreny

Q+ R Q,
an "
S —» S
L,
Gl g ®.
Obr. 1.13
P2 d d
<p2—901z/dwz—/ﬁ~dF=—/Edr:—Ed. (1.22)
©1 0 0
a s vyuzitim vztahu F = g dostavame:
ot Q+
— o =FEd=—d=—d.
b1 2 €0 560
Potom pre kapacitu dostdvame z definicie
+ S
C= A =¢gp—- (1.23)
p1— P2 d

Zo vztahu (1.22) pre elektrické napitie medzi doskami rovinného kondenzétora
plati:
U= —py=Ed (1.24)

a zo vztahov (1.21), (1.23) a (1.24) uré¢ime energiu nabitého kondenzatora:

E, = %CUQ. (1.25)
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Aj ked vztah (1.25) sme ziskali v $pecidlnom pripade doskového kondenzétora,
jeho platnost je vSeobecna a plati pre Tubovolny elektricky kondenzator. Mo-
Zeme sa o tom presved¢it, ak pouzijeme vztah (1.20), vyjadrujuaci energiu su-
stavy nédbojov, a definiciu kapacity elektrického kondenzéatora. Zo vztahu (1.20)
dostaneme:

p = %(QJFSOI +Q ) = % QT 1 — QT p2) =
o1 —p2) = QU = CU2

1.8 Dielektrika

Niektoré aspekty elektrického pola vo vodi¢och boli diskutované v predchédza-
jucich kapitolach. V tejto kapitole sa budeme venovat izolantom, nazyvanym
tiez dielektrika. Napriek tomu, Ze atém, molekula obsahuje rovnaké mnozstvo
kladného a zaporného naboja, rozlozenie naboja vo vnutri takej castice mdze
viest k nenulovému elektrickému polu v jej okoli. Skor ako sa budeme podrobnej-
Sie zaoberat touto problematikou, uvedme niekolko kratkych poznamok k pojmu
elektricky dipdl a definujme velic¢inu elektricky dipélovy moment. Pod pojmom
elektricky dipdl rozumieme stistavu dvoch rovnako velkych elektrickych nabojov
s opafnymi znamienkami —q a +¢, vzdialenych od seba o I (pozri Obr. 1.14).
Elektricky dipélovy moment definujeme vztahom

!
O———>0
-q +q

Obr. 1.14

7= ql,

kde ¢ je kladny naboj a I je polohovy vektor kladného néboja vzhladom na
zaporny.

Presktimame chovanie sa dip6lu v homogénnom elektrickom poli. Je zrejmé, ze
sily posobiace na jednotlivé naboje tvoria dvojicu sil a, v stilade s oznacenim na
obrazku, pre jej moment plati:

—

T:fxﬁ+:fxqﬁzﬁxﬁ, T=|T

=pFEsina.
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v

v

v

Obr. 1.15

Moment sil bude nulovy pre a = 0 a teda dipdl sa snazi nato¢it do smeru pola.
Z hladiska atomérneho pohladu na chovanie sa dielektrickych materidlov st
dolezité dva nasledujtce aspekty:

1. Molekuly dielektrika maji nesymetrické rozlozenie atémov pricom rozdele-
nie kladného a zdporného naboja je také, ze ich stredovanim nedospejeme
k tomu istému bodu. Ako priklad mozno uviest molekulu H50. Prebytok
kladného néboja je na vodikovych atémoch a naopak prebytok zaporného
naboja je na atéme kyslika. Takato molekula méa potom nenulovy elek-
tricky moment p’ a v takomto pripade hovorime, Ze sa jedna o polarnu
molekulu. Ked takito latku vlozime do elektrického pola, na dipély mo-
lekul posobia sily, snaziace sa ich sto¢it do smeru pola. Nakolko molekuly
vykonévaja tepelny pohyb toto stocenie nebude Uplné, avSak bude rast
so zvicSovanim pola ¢ poklesom teploty. Vysledkom stocenia dipdlov je
¢iastoCna polarizacia prostredia.

2. Molekuly niektorych plynov skladajucich sa z dvoch atémov (napr. 0z)
nemaj dipdlovy moment, nakolko stredovanim kladného a zadporného na-
boja molekuly dospejeme k rovnakému bodu. Takéto molekuly nazyvame
nepolarnymi. Pozrime sa ¢o sa stane, ak takyto plyn vlozime do elektric-
kého pola. Pre jednoduchost uvazujme jednoatémovt molekulu, napriklad
hélium. Ak je takjto atém v elektrickom poli, elektrény resp. jadro st ta-
hané opa¢nymi smermi. Aj napriek tomu, ze vizba jadro elektrénovy obal
je velmi silnd dochddza k vzdjomnému posunu kladného a zaporného na-
boja atému, ¢oho vysledkom je indukovany elektricky dipélovy moment.

Z predchadzajiceho mozno vidiet, Ze po vloZeni do elektrického pola sa
dielektrikum stava polarizovanym. Je pritom prirodzené ocakévaf, ze k
indukovaniu dipdélového momentu dochddza aj v pripade nepolarnych molekl,
avSak spravidla dominantny je prispevok od polarnych molekul.
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Majme dva identické rovinné kondenzatory. Priestor medzi doskami prvého nech
je vyplneny dielektrickym materidlom. Medzi doskami druhého nech je vakuum.
Experimentalne by sme zistili, ze kapacita kondenzatora s dielektrikom je ¢, krat
vddsia v porovnani so situdciou, ked je medzi doskami vakuum. Konstanta e,
zévisi od druhu dielektrika a nazyva sa relativna permitivita. Relativna per-
mitivita pre vakuum je rovnad 1 a pre vSetky ostatné dielektrika je vicésia ako
1.

Oznac¢me kapacitu kondenzatora s dielektrikom symbolom Cy a vakuového kon-
denzatora symbolom C,. Analogicky oznac¢ime aj rozdiely potencidlov medzi
doskami ako Agp, resp. Agpg. Na dosky obidvoch kondenzatorov ulozime naboje
rovnakej velkosti Q.

Zrejme plati

Q = ColApy = CqApq

a
C A A
srz—d:ﬂ alebo Apy = SDO.
Co Apq Er
Vidime, Ze Apy < Ay nakolko &, > 1.
a b c
0=0 o 0-0, 0
e o o ® ® & ®
°
e o o ® ;e @
© — 5 -
e o o ® *;o & E
S1e o © <« s
® ® ® @
o o o . o @ Y
o o o © E=E,+E,
® ® ® ®f
d_
Obr. 1.16

Schematicky st diskutované situicie znazornené na Obr. 1.16. Bez pola vyka-
zuje dielektrikum nahodné rozdelenie kladného a zaporného naboja. Privedenim
naboja na dosky kondenzatora sa vytvori medzi doskami elektrické pole F,,
spolarizuje dielektrikum a vysledkom je vytvorenie rovnako velkych nabojov
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opacného znamienka na povrchu dielektrika pri doskach kondenzatora, pricom
naboj vnatorného objemu dlelektrlka je nulovy.
Povrchové naboje vytvaraja pole E, orientované opacne k polu E,. Takze, ak
vlozime dielektricky material do elektrického pola, vysledkom je kladny néboj
na jednom povrchu a zaporny naboj na druhom povrchu. Tieto naboje st ¢o
do velkosti rovnaké. Pri tomto procese dochddza k posunu nébojov o vzdiale-
nosti mensie, ako je polomer atémov a teda nedochédza k prenosu niboja v
makroskopickom meradle.
Vysledné elektrické pole E v dielektriku dostaneme, ako vektorovy sucet poli
Eo a Ed tJ

E = Ey + Ej.
Pole E je orientované rovnako, ako vonkajsie pole EO ale je mensie.
Pouzime teraz Gaussov zakon na obidva kondenzatory s dielektrikom a bez die-
lektrika pricom uzavretu integra¢na plochu volime spdsobom ako je to naznacené
na Obr. 1.16¢., pri¢om zanedbdme okrajové narusenie homogenity pola pri okra-
joch dosiek. Pre tok intenzity pola cez uvedenii uzavretu integra¢nii plochu v
pripade kondenzatora s vdkuom dostaneme

/
7{ Ey-dS = EyS' = &
g0
Podobne pre kondenzator s dielektrikom
e Y
]{E.dngs': A/
€o

kde @, je cast z celkového indukovaného povrchového ndboja @), nachadzajica
sa v objeme ohrani¢enom integra¢nou plochou a @’ ¢ast voIného nédboja @ prive-
deného na dosky kondenzatora v uvedenom objeme. Tieto ndboje maja opacné
znamienka teda v pripade dielektrika je celkovy naboj v objeme uzavretom in-
tegracnou plochou rovny Q' — @;,.

Pre intenzity poli plati:

/ / /

A

E = =
0 5/60 S/EQ

Vztah Ap = Ed plati pre doskovy kondenzator nezavisle od toho ¢i obsahuje
dielektrikum alebo nie a teda moZeme pisat:

Apg  Eod Eo  Q

Apa  Ed E Q-Q,

r=
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_bB_ &

E

& 08’
alebo

Q=qQ (1 - 51) . (1.26)

T

Posledny vzfah vyjadruje skutocnost, ze vzdy je @, < Q" a Q, =0 ak &, = 1.

Vychadzajic z
. . /e Y 1 1
%E.dSZQQPZ {Q'_Q’ (1_>]
€0 €0 Er
a po kratkych tpravach dostaneme:
R 5 !
fer -dS = —=—.
€0

Posledny vztah, aj ked bol odvodeny pre $pecidlny pripad doskového konden-
zatora, plati vSeobecne. Je velmi podobny matematickej formuldcii Gaussovho
zékona pric¢om:

e Integral vyjadrujici tok pola teraz obsahuje relativnu permitivitu ;..

e Naboj Q' na pravej strane, nachddzajici sa v objeme ohrani¢enom integ-
ra¢nou plochou, je len volny naboj.

Po tprave vztahu (1.26) dostaneme:

/ / / Ql Q/
Q = % + Q; alebo % = 605;205’ + ?f =e b+ ?7- (1.27)

Posledny vyraz na pravej strane je indukovany povrchovy néboj pripadajici na
jednotku plochy povrchu. Nazveme ho elektrickou polarizaciou P, a plati

_ 9

P—?.

(1.28)

Ak vynasobime Citatela aj menovatela vzdialenostou medzi doskami (tiez hrib-
kou dielektrika) d, dostaneme vyraz:

Qpd
P=—
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V sulade s definiciou elektrického dipdlového momentu, Gitatel (Q;d) predsta-
vuje indukovany elektricky dipdlovy moment dielektrika. Kedze menovatel (S’d)
je objem dielektrika, polarizacia predstavuje elektricky dipdlovy moment jed-
notkového objemu dielektrika. Nakolko dipdlovy moment je vektorom bude aj
polarizacia vektorovou veli¢inou. Vyssie uvedeny vztah predstavuje velkost vek-
tora polarizécie, pricom v sulade s definiciou dipélového momentu, bude vektor
polarizacie smerovat od zdporného ku kladnému indukovanému naboju.

Po dosadeni polarizéacie (vztah (1.28)) do vztahu (1.27), dostaneme:

Q/

§ = E(]E + P.

Vyraz na Tavej strane predstavuje dal$iu veli¢inu pouzivant v elektrostatike a
nazyva sa indukcia elektrického pola D, t.j.

D:60E+P.

P a D majt rovnaké jednotky [Cm~2]. Nakolko E a P si vektorové veli¢iny, aj
D bude vektorom a teda

—

D= EOE + ﬁ
Pre tri vektory v poslednej rovnici plati:

e Vektor D je spojeny len s volnymi ndbojmi. Siloéiary spojené s vektorom
D zacinaja a kondia len na volnych nabojoch.

e Vektor P je spojeny len s viazanymi ndbojmi. Silo¢iary spojené s vektorom
P zacinaju a koncia len na viazanjch nabojoch.

e Vektor £ je spojeny so vSetkymi nabojmi. Silociary spojené s vektorom
E zacinaju a koncia na oboch druhoch nabojov.

Nakolko
L QQ, 1 &

T (1) e

Er

vektory D a P mono vyjadrit pomocou E:
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Pre vektor P:
P=D- 5OE = srsoﬁ — 5OE = (e, —1) 505.

Je zrejmé, ze pre vakuum (g, = 1) je P rovné nule.
Zavedenie vektora D a rovnica g § £,E - dS = @’ poskytuje moznost vyjadrit
Gaussov zakon v tvare:

7{13 -dS=Q, (1.29)

kde @ st len volné naboje.
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2 Elektricky prad v kovoch

2.1 Intenzita prudu, hustota prudu

Charakteristickou vlastnostou valenénych elektrénov v kovoch je, ze tieto pre-
stdvaju byt viazané na atémy a viac-menej sa volne pohybuju v mriezke kovu.
Nazyvaju sa volné alebo vodivostné elektrény. Za nepritommnosti elektrického
pola je ich pohyb chaoticky, neusporiadany, podobne ako je to u molekul plynu.
Ak kovovy vodi¢ pripojime na zdroj jednosmerného napitia (napriklad k ba-
térii), v kazdom bode vo vnutri vodi¢a vznikne elektrické pole E, ktoré bude
posobit na elektrény a sposobi, Ze sa za¢nii pohybovat proti smeru E usmerne-
nym pohybom. Hovorime, Ze vznikol elektricky pruad.

Stredny elektricky prud vo vodici je definovany ako:

I s = &7

At

kde AQ je naboj, ktory prejde danym miestom prierezu vodi¢a pocas ¢asového
intervalu At.

Ak sa elektrické napiitie zdroja v Case meni, potom ani prid nie je v Case
konstantny a potrebujeme zaviest veli¢inu, ktord by vyjadrovala elektricky praud
v danom okamihu. Takouto veli¢inou je okamzity elektricky prid definovany

vztahom:
J— m AQ_dQ
o At—0 At o dt '

Jednotkou elektrického pridu je ampér (A).

Vo vseobecnosti pojem prud zahfnia aj pohyb nabojov v trojrozmernom pries-
tore. Aby sme ho popisali, zavedieme novi mikroskopickt veli¢inu - pradovi
hustotu j Je to vektorova veli¢ina, ktora je charakteristikou urcitého bodu vo
vnitri vodica a nie vodica ako celku.

Nech vo vodiéi kruhového prierezu S st volné ndboje s objemovou hustotou

_deo
v =T

kde d@ je volny naboj v elementdrnom objeme dV = Sdl (Obr. 2.1). Pre jed-
noduchost uvazujeme volné naboje jedného druhu - napriklad volné ndboje v
kovoch. Tieto volné naboje nech sa pohybuji strednou rychlostou vs. Velkost
prudovej hustoty definujeme ako podiel priadu I, ktory tecie plochou S a tejto
plochy:

(2.1)



30 2 ELEKTRICKY PRUD V KOVOCH

dQ
dt

0|+~

1
j=g=

s

Obr. 2.1

Elementérny volny naboj dQ, ktory prejde plochou S za elementarny casovy
interval dt¢ je ndboj, ktory sa nachadza v elementarnom objeme dV naznacenom
na Obr. 2.1. V stlade s oznadenim na tomto obrazku a vztahom (2.1) plati:

dQ = pvdV = vadl.

Dosadenim do rovnice (2.2) dostaneme
. 1pySdl

CRNY

kde v, = % je strednd rychlost elektrénov (driftova rychlost). Ak je naboj
volného elektrénu e a v objemovej jednotke daného vodica je n takychto ndbojov,
potom objemové hustota volného naboja je py = en a pre prudovi hustotu
dostavame:

= PpvUs

j = envs.

Pradova hustotu v danom bode moézeme vypocitat ako podiel elementarneho
prudu, ktory tecie cez Iubovolni elementarnu plosku kolmii na smer pridu v
danom bode a tejto plosky. Pre elektricky prad dI, ktory tecie cez takuto ele-
mentarnu plésku plati:

dl = jdS;

pri¢om plati, ze dS, = dS cosa.
Elementéarny prud dI mozno teda zapisat ako skalarny sucéin vektorov j a dS
(Obr. 2.2), pricom vektor priudovej hustoty mé smer rychlosti nosi¢ov ndboja ¥

dIr =7j-ds.
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Obr. 2.2

Prad, ktory tecie plochou S , vypocitame ako integral cez celt dana plochu:

I:/jd§ (2.3)

S

Zakon zachovania elektrického naboja hovori, ze celkové mnozstvo naboja, ktory
vznikne v lubovolnom procese, je rovné nule. Je mozné ho vyjadrif aj matema-
ticky. Majme objem V, ktory je ohranifeny uzavretou plochou S. Ak pradi
naboj smerom von z uzavretej plochy, ndboj Qv vo vnutri sa musi zmensit o
toto odpovedajice mnozstvo. Zakon zachovania naboja potom mozeme vyjadrit
rovnicou:

ffdg:—%Qw (2.4)

2.2 Ohmov zakon, Jouleov zakon
2.2.1 Ohmov zakon

K tomu, aby vo vodidi tiekol prud, je potrebny rozdiel potencidlov. G. S. Ohm
(1787 - 1854) experimentalne stanovil, ze podiel rozdielu potencidlov U medzi
koncami vodica a priadu v kovovom vodici je konstantny

kde R je elektricky odpor vodi¢a. Tato zavislost sa nazyva Ohmov zékon. Pre
kovové vodice je odpor konstantny a nezavisly od napitia. Jeho jednotkou je
ohm ().

Experimentalne bolo tiez zistené, zZe odpor R kovového drétu je priamo timerny
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jeho dlzke I a nepriamo timerny jeho prierezu S, takze:

l
R=p—,
s
kde p je tzv. rezistivita a je charakteristikou materidlu.
Odpor kovov rastie s teplotou a pre nie prili§ Siroky teplotny interval jeho za-
vislost na teplote mozno vyjadrit linedrnou zévislostou typu:

R:Ro [1+O¢(T—T0)],
kde R je odpor pri teplote T, Ry je odpor pri teplote Ty , a « je teplotny

koeficient odporu.
Prevratena hodnota rezistivity sa nazyva konduktivita -

Y=,
P

jej jednotkou je (Qm)fl. Ohmov zékon moze byt zapisany aj v mikroskopickom

tvare. Ak predpokladame, Ze vo vodi¢i (tvaru drotu) dizky I (Obr. 2.3) je vy-
tvorené homogénne elektrické pole intenzity F, potom pre odpovedajuci rozdiel
potencidlov mozeme pisat:

U = El

7Z tejto rovnice, pouzijuc Ohmov zékon, dostaneme:

lI:El.
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Ak predpokladame homogénnu priudovi hustotu j v priereze drétu, dostaneme
z (2.3) pre velkost pridu vztah I = jS. Potom pre priudovi hustotu plati:

1
j===-E=+E. (2.5)
p

Nl ~

Pradova hustota vo vodi¢i je teda priamo timernd intenzite elektrického pola,
ktoré je vo vodici vytvorené.
Poslednt rovnicu mozno zapisat aj vo vektorovom tvare:

j=nE.

Je to mikroskopické vyjadrenie Ohmovho zdkona - Ohmov zakon v diferen-
cidlnom tvare.

VysSie uvedené experimentalne poznatky mozno pochopit na zéklade jednodu-
chého modelu. Predpokladéme, Ze transport naboja je sprostredkovany volnymi
elektronmi, ktoré pri svojom pohybe narazaji na rézne poruchy mriezky. Z
hladiska pochopenia teplotnej zdvislosti vyznamni tlohu zohravaji poruchy v
dosledku tepelnych kmitov atémov mriezky. V nasom modeli budeme predpo-
kladat, Ze rychlost elektrénu po kazdej zrazke s mriezkovou poruchou klesne na
nulu.

Nech casovy interval medzi dvomi naslednymi zrazkami je 7 a pocas tohto ¢aso-
vého intervalu sa elektrén pohybuje priamociaro rovnomerne zrychlene so zrych-
lenim a pod vplyvom silového pdsobenia homogénneho elektrického pola inten-
zity E, ktoré je vytvorené vo vodici. Stredni rychlost pohybu elektrénu moézeme
potom vypoditat nasledovne:

T T

1 1 1ar?
Uszf/vdt:f/atdt:fﬂzg.
T T T 2 2

0 0
Zrychlenie vyjadrime z 2. Newtonovho zakona:

ek
moa=el = a=—,
mo
kde mg je hmotnost elektrénu. Ak predchadzajuci vysledok dosadime za zrych-
lenie do vztahu pre stredni rychlost elektrénov, dostaneme:

ek

Vg = —
s 2m0
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a pre prudova hustotu potom méZzeme pisat:

2

J =envg = ¢ m—E =vE,
2m0
kde
_ enr
7= 2m0

je konduktivita daného materialu.

Takymto sposobom sme teda dospeli k Ohmovmu zékonu (rovnica 2.5). Konduk-
tivita daného materidlu rastie s narastanim poctu volnych nabojovych nosicov a
tieZ s rastom stredného ¢asového intervalu medzi zrdzkami 7. Teplotni zavislost
konduktivity ovplyviiuju v ramci takéhoto modelu dva protichodné mechanizmy.
Nérast po¢tu volnych nosic¢ov s teplotou (napriklad polovodice) vedie k narastu
konduktivity. Naopak, zvySovanie teploty vedie k néarastu intenzity tepelnych
kmitov atémov mriezky, zvySuje sa pravdepodobnost nérazu nosi¢a na takato
poruchu a vysledkom je zmensenie stredného ¢asového intervalu medzi zrazkami
7. Tento druhy mechanizmus vedie k poklesu konduktivity s narastajicou tep-
lotou a je dominantnym v pripade kovov, kde sa n prakticky nemeni s teplotou.

2.2.2 Jouleov zakon

Jednoduchy model, ktory sme pouzili v predchadzajicej casti je tiez vhodny
na vysvetlenie prenosu energie od volnych nédbojov na kovovi mriezku vodica.
V ramci tohto modelu sa pocas jednej zrazky celd kinetickd energia elektrénu
odovzda mriezke. Tento prenos energie je zodpovedny za zvySenie vnutornej
energie vodica, ktoré sa prejavi zvySenim jeho teploty.

Energia, ktortt odovzda jeden elektron pocas jednej zrazky, je:

1 2

Ek = imovmw

kde vjqe = a7 je rychlost elektrénu v okamihu zrazky, teda v case 7. Kedze
_ eE . . .
a = £, pre energiu mame:

> 1 9 1 Eer\”> EZe2r2
= MUy = =0 | — | = .
BT 0 mar T 90 g 2my

Energia, ktora je prenesena v objemovej jednotke vodica pocas ¢asového inter-

valu 7, je:

n€272

E, =nk = E?
Zmo
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Vykon - energia odovzdana za jednotku ¢asu v objemovej jednotke - je:

E, ne?
[ R ) L 0}
T 2my

¢o mozno zapisat vo vektorovom tvare:
P,=j-F.

Ziskali sme matematické vyjadrenie Jouleovho zakona v diferencialnom
tvare - z mikroskopického pohladu.

Ak uvazujeme vodi¢ dlzky [ a prierezu S, mozeme pre vykon v jeho objeme
pisat:

-2
P = P,Sl = yE%S] = q%sz - péj252 — RI?=UI.

Téato rovnica vyjadruje Jouleov zakon. V tvare
P=UI

plati vSeobecne, nielen pre Specidlny pripad tseku vodic¢a ako sme ho vysSsie
odvodili, a hovori, ze vykon elektrického pridu sa rovnd sti¢inu napétia vo vodici
a prudu, ktory tecie vodicom. Energia dodana mriezke v doésledku toku pradu je
ekvivalentna dodaniu tepla Q* a prejavi sa navonok zahriatim vodi¢a. Mézeme
teda pisat

dQ*
P=UI=
UL="4
a
t
Q= / UIdt.

0

2.3 Elektromotorické napiitie

Na udrzanie staleho elektrického priidu je potrebné zariadenie udrziavajice staly
rozdiel potencidlov - elektrické napitie - na dvoch svorkach z ktorych sa odo-
bera elektricky prad. Predstavme si elektricky obvod pozostavajuci z takéhoto
zariadenia - zdroja - a vodi¢a s odporom R. Aby bol priad I tecici takymto
obvodom staly, musi mat zdroj takt vlastnost, Ze je schopny v kazdom okamihu
kompenzovat pokles alebo narast poétu nédbojov na jeho svorkach, ako dosle-
dok pridu. Je zrejmé, ze vo vnutri zdroja posobia sily, zabezpecujice uvedenti
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kompenzaciu nabojov. Tieto sily nazyvame ,cudzimi silami“. St to napriklad
,chemické sily“ v akumulatoroch a galvanickych ¢lankoch, alebo sily pri elek-
tromagnetickej indukecii.

Zdrojom elektromotorického napétia nazyvame zariadenie v ktorom sa nejaka

| 1
<
F, F,
o—» e—
+ | = . - -
Ee FO EO
— 00— “«—
A +| _ B
o I o)
I
Obr. 2.4

forma energie meni na elektricki. Nech takuto vlastnost mé tsek vodica ako
je to zndzornené na obrazku 2.4. Na jednotlivé volné elektrény posobi ,,cudzia
sila“ Fp. Intenzitu pola cudzich sil definujeme vztahom:

B

By=>

e

Elektromotorické napiétie definujme ako podiel prace cudzej sily vykona-
nej pri preneseni daného néboja zdrojom elektromotorického napétia a velkosti
tohoto naboja. V zmysle tejto definicie, pre situdciu na obrazku 2.4 plati:

B . B -
[Fy-dll —le|[By-dIl
Wap a4 A

i _ - — [ Ey-dl. (2.6)
e le] lel /0

B

Vo vodiéi sa tc¢inkom cudzich sil dostavaju elektrony na koniec B. Vytvaraja
tu prebytocny zaporny naboj, kym na konci A sa vytvara rovnaky prebytok
kladného nédboja. Takéto prerozdelenie ndbojov vedie k vzniku elektrického pola
vo vodici. Na jednotlivé elektrony pdsobi okrem cudzej sily aj sila F., tohoto
elektrického pola, ktord je opacne orientovand ako cudzia sila ﬁo. Pri otvorenom
elektrickom obvode nastava rovnovaha, ak vysledna sila pésobiaca na elektréony
je nulové, tj. ked
F,+Fy=0.
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Ak oznacime symbolom Ee intenzitu vytvoreného elektrického pola, zrejme
plati:
E. = —Ej. (2.7)

Uvazujme nadalej otvoreny (nezataZzeny) zdroj. V stlade s oznadenim na ob-
razku 2.4, pre rozdiel potencidlov medzi koncovymi bodmi zdroja, ¢ize elektrické
napitie, plati:

B
Uap=pa —¢p = /E di- (2.8)
A

Zo vztahov (2.6), (2.7) a (2.8) postupne dostaneme:

Vidime, Ze napétie na svorkach nezatazeného zdroja je rovné jeho elektromoto-
rickému napétiu.

Vytvorme teraz uzavrety elektricky obvod tak, Ze konce zdroja A, B spojime
vodi¢om, ktorého elektricky odpor je R. Vo vodi¢i nastane usmerneny pohyb
elektrénov z miesta B, kde je ich prebytok, na miesto A, kde je ich nedostatok. V
dosledku toho sa narusi rovnovéha pola cudzich sil a elektrického pola vo vnttri
zdroja. V zdroji opif na okamih prevladaja cudzie sily a vo vnutri zdroja pre-
bieha pohyb elektrénov obnovujuci elektrické naboje na svorkach zdroja. Takto
sa v uzavretom elektrickom obvode udrzuje staly elektricky prud, ktorého vel-
kost zavisi na velkosti elektromotorického napitia zdroja.

Elektrostatické pole je konzervativne a teda pre ¢iarovy integral cez uzavrety

elektricky obvod plati:
f E.-dl=0.

Vysledné elektrické pole v Tubovolnom bode obvodu je dané vztahom:
Pocitajme teraz ¢iarovy integral z tohto pola cez cely uzavrety elektricky obvod:

A
j{ﬁ.dr:j{a.dmﬁo.df: / Eo~df+/ﬁo~df

B...zdroj A..R

e. (2.9
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Na zéklade poslednej rovnice mozeme interpretovat elektromotorické napitie aj
ako pracu, ktort vykona vysledné elektrické pole o intenzite E pri preneseni
kladného jednotkového naboja celym uzavretym obvodom.

Doteraz sme zanedbéavali skutoc¢nost, ze aj zdroj moze klast odpor pohybu na-
bojov. V skutoénosti aj zdroj ma nenulovy odpor. Z (2.9) dostaneme

A B
s:yfﬁ-dfz / E-df+/ﬁ~df:Uv+UAB,
B...zdroj A...R

kde U, je napétie vzniknuté prechodom pridu cez vnutorny odpor zdroja r, a
Uap je tzv. svorkové napétie na vonkajSom odpore R. Z Ohmovho zékona
dostaneme:

e=U,+Usp =ryI +RI

alebo
Upap=e¢—-—U, =¢—r,1.

Pri prechode pridu je teda svorkové napétie rovné elektromotorickému napétiu
zmensenému o ubytok napétia na vnitornom odpore zdroja.
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4 Elektromagnetické pole

4.1 Elektromagneticka indukcia

Uvazujme vodi¢ dlzky [, ktory sa pohybuje konstantnou rychlostou @ v rovine
kolmej na indukciu B homogénneho magnetického pola (pozri Obr. 4.1). Na
vietky naboje vo vnutri vodi¢a posobi sila v smere dizky vodi¢a. Preto sa elek-
trény budt hromadit na jeho konci B, kym na konci A bude prebytok kladného
naboja. Vznika teda elektrické pole E , ktoré kompenzuje sily pésobiace na elek-
trén vo vodici, ktory sa pohybuje v magnetickom poli. Pre takzvané indukované
elektrické pole mozno pisat

a teda
B = (77 x B) .

Teraz si predstavme, Ze tento pohybujtci sa vodi¢ sa postva po ramenach

A

R, |® B

b

tx
s ® 4
<l

X
~—0

Obr. 4.1

pevného vodica tvaru U, ako je to na Obr. 4.2. Z predchidzajicej analyzy je
zrejmé, ze vo vnutri vodic¢a tvaru U vznikne prud I. V désledku tohto prudu
su redukované ndboje na koncoch pohybujiiceho sa vodica, elektrostatické pole
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vo vnutri pohybujiceho sa vodic¢a sa oslabi a magnetické sily sposobia dalSie
posunutie volnych elektrénov od B ku A.
Pocas pohybu vodica bude vo vodiéi tvaru U tiect prad v smere proti pohybu

hodinovych ruédiciek. V pohybujicom sa vodi¢i vznikd indukované elektro-
motorické napiitie €, ktorého velkost je:

A A
5:/Ei~df:/(ﬁx§)-df:vBlo.
B B

K vyjadreniu indukovaného napéitia moZno dospiet aj inym spésobom. Nech
uzavretou drahou v definicii elektromotorického napitia je obvod plochy S. Vek-
tor plochy ds definujeme Standardnym spdsobom a bude orientovany tym sme-
rom, odkial vidime vektory dl'v smere proti smeru pohybu hodinovych ruciciek.
Z obrazka 4.2 je vidiet, Ze plati:

— —

B.§=-BS,

kde B je velkost B.
Ak sa vodi¢ posunie doprava o vzdialenost ds, plocha obvodu (obdlznika) A-B-

.....

dS = lpds,

zmena magnetického toku cez plochu ohrani¢enti obvodom je

d® = B -dS = —BdS = —Blyds
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a mozno pisat:
do ds
2~ BI,S = “Blgy = —-.
dt Odr ov=E

Teda plati:
de

=g
Tato rovnica je zndma ako Faradayov zakon, ktory hovori, Ze indukované
napitie vznikd vSade tam, kde sa v Case meni magneticky tok. Ak napriklad
ulozime uzavret vodiva slucku do premenného magnetického pola, magneticky
tok cez slucku sa bude menit a vznikne v nej indukované napitie. Toto napétie
uvedie do pohybu volné elektrény vo vodici, t. j. indukuje elektricky prad. Smer
tohto pradu je uréeny tzv. Lenzovym zakonom, ktory hovori, Ze smer indu-
kovaného pradu je taky, Zze posobi proti zmene, ktord ho vyvolala. Tento fakt
moZzeme dokézat analyzou situdcie na obrazku 4.2.
Aby sa vodi¢ pohyboval, je potrebnd vonkajsia sila Foup. Kedze vodiCom tecie
indukovany pruad I, magnetické pole B bude nai podsobit silou F,,. Akoj je vidiet,
tieto sily st opacne orientované.
Indukované elektrické pole je prave také redlne, ako elektrické pole vytvorené
statickym nédbojom a silovo p6sobi na néboje.
Faradayov zdkon moZeme zapisat pre vSeobecny pripad, ak vezmeme do tivahy,

ze
5:7{E~df

Tato rovnica v kombinacii s Faradayovym zédkonom dava

e
EF-dl=——
f{ dt
?(E i = i/é ag (4.1)
At ’ ’

Toto je Faradayov zakon v najvSeobecnejSom tvare. Poskytuje hodnotu indu-
kovaného napéitia, pricom nezalezi na tom, ¢o spdsobilo zmenu magnetického
toku - ¢i uz to bol pohyb vodi¢a, pohyb magnetu, zmena indukcie, zmena tvaru
vodivej slucky alebo nieco iné.

a tiez:

4.2 Indukénost

V predchéadzajtcej ¢asti sme analyzovali ako meniaci sa magneticky tok cez plo-
chu zavitu indukuje elektromotorické napitie v zavite. Vieme tiez, ze v okoli
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vodica, ktorym teéie prud, vznikd magnetické pole. Mozeme teda ocakévat, ze
premenny prud v jednom zévite bude indukovat napéitie v druhom blizkom z&-
vite a dokonca bude indukovat elektromotorické napétie aj sém v sebe. PopiSeme
teraz tento efekt.

Majme uzavretu slucku, ktorou teéie prud I (Obr. 4.3). Magneticky tok ® cez

Obr. 4.3

plochu S, ktor4 je ohrani¢ena sluckou, je dany vztahom:
P = / B-dS.
s

Hodnotu magnetickej indukcie v danom bode plochy mozeme ziskat z Biotovho
- Savartovho zakona. Je zrejmé, ze tato hodnota bude timerna intenzite priadu
I, teda mozeme pisat:

@:/é.d§=/w.d§=1/v.d§.
S S S

Ak oznacime [ 7 - dS = L, mozeme pisat
5

&=1LJI

)

kde konstanta imernosti L medzi ® a I sa nazyva vlastna indukénost. Velkost
L zavisi od geometrickych vlastnosti a od permeability prostredia.
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Jednotkou indukénosti v SI je
_[®] Wb Vs
1= 1 A A
Majme teraz slucku, ktorou prechadza ¢asovo premenny prad. V tomto pripade
vznikd premenny magneticky tok a ten ma za néasledok indukované napéitie. Toto
indukované napiitie pdsobi proti zmene toku (Lenzovo pravidlo). Napriklad ak
prud v slucke narastd, rastici magneticky tok indukuje napéitie, ktoré sposobi
spomalenie narastania tohto pradu. Ak prud je klesajuci, klesajuci magneticky
tok indukuje napitie, ktoré bude posobit proti poklesu tohto priadu. Hodnotu
napétia indukovaného v slucke s indukénostou L mozno ziskat pomocou Fara-
dyovho zakona:

H (henry).

do d dr
=——=——(LI)=—-L—.
dt dt (L) dt
Teraz uvazujme pripad, ked st dva zavity 1 a 2 ulozené blizko seba (Obr.
b
D, +D,,
D, +D,,
I
Obr. 4.4

4.4). Je zrejmé, ze premenny prad v jednom zavite bude indukovat napitie v
druhom zavite. Podla Faradayovho zdkona bude elektromotorické napiitie eo
indukované v druhom zéavite imerné ¢asovej zmene magnetického toku, ktory
nim prechadza. Tento tok vznika v désledku pradu I, ktory tecie prvym zavitom
a je preto vhodné vyjadrit indukované napétie v druhom zéavite pomocou pradu
prechadzajiceho prvym zavitom. Nech ®15 je magneticky tok prechadzajici
plochou druhého zavitu v désledku pradu I; v prvom zavite. Ak obe slucky
maji v priestore nemennti polohu, potom ®;5 je priamo tmerny priadu I; v
prvej slucke a konStanta imernosti, ktord sa nazjva vzdjomnd indukénost Mis,

je definovana takto:
Do
My = —=.
12 7,
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Indukované napitie o, ktoré vznikd v druhej slucke v désledku premenného
pradu prechadzajiceho prvou sluckou, je
d@lg d dIl

= — = (Myoly) = —Myg—2L.
dt dt( 1201) 274

Eg9 =

Tento vztah déva do suvisu prud v prvej slucke s napitim, ktoré sa v dosledku
toho indukuje v druhej slucke. Vzdjomné indukénost druhej slucky vzhladom
na prvu je konstanta, ktord zavisi od velkosti, tvaru a vzajomnej polohy oboch
sluciek a tiez od prostredia.
Ak si teraz predstavime opacnu situédciu, ked premenny prud teéici druhou
sluckou indukuje napitie v prvej, mame

d®o; d dl»

=~ (My ) = — My —2
dt dt( ul) 24t

g1 =

kde Ms; je vzadjomné indukénost slucky 1 vzhladom na slucku 2. Plati, Ze Ma; =
Mo = M. Preto pre dané slucky nemusime pisat indexy a teda
dIQ dIl

——m2 —
°1 a e dt

Jednotkou vzajomnej indukénosti v SI je henry (H).

4.3 Energia a hustota energie v magnetickom poli

Praca vykonana pri oddialeni dvoch nabojov réznych znamienok sa ulozi do
elektrického pola, ktoré je medzi nimi. MdZeme ju ziskat spét, ak nechdme n4-
boje, aby sa opét priblizili k sebe.

Podobne mozeme ulozif energiu v magnetickom poli. Napriklad dva dlhé rov-
nobezné vodice, ktorymi tect prady v tom istom smere, sa pritahuji a na ich
oddialenie musime vynalozit pracu. Tato energiu mozeme ziskat spit, ak ne-
chame vodide opét sa k sebe priblizit do povodnej polohy. Aby sme odvodili
kvantitativny vzfah pre energiu magnetického pola, uvazujme obvod ako je na
Obr. 4.5, kde je k zdroju elektromotorického napétia € cez vypinac¢ K pripojena
cievka indukénosti L s odporom R. V okamihu ¢t = 0 je RL okruh pripojeny k
zdroju. V tomto okamihu je priud I = 0. Podla 2. Kirchhofovho zdkona

e+er =RI
alebo

—L— =RI.
€ & R
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Obr. 4.5

Ak tato rovnicu vynésobime priudom I, dostaneme:

dr
el — Ll = RI?. (4.2)

Rovnica 4.2 vyjadruje zakon zachovania energie pre okruh RL. Jednotlivé ¢leny
rovnice mdzeme interpretovat nasledovne:

e vyraz €I vyjadruje energiu dodant za jednotku casu zo zdroja do okruhu,

e RI? vyjadruje energiu, ktorad sa za jednotku ¢asu v cievke premeni na
tepelnt energiu.

Energia, ktora sa neprejavi ako tepelna energia, musi byt energiou magnetického
pola vytvoreného v cievke.

e Vyraz LI % musi teda predstavovat zmenu energie dgtm magnetického

pola za jednotku casu.

Teda dE dr
M _ I
dt dt’

¢o mozno pisat
dE,, = LIdI.

Integrovanim mame
I

[ 1
E,, = / LIdI = 5ngl, (4.3)
0
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¢o je celkové energia magnetického pola vytvoreného cievkou indukénosti L,
ak nou prechddza prad I,,,. Vztah (4.3) ma vSeobecni platnost a vyjadruje
energiu magnetického pola vodica Iubovolného tvaru indukénosti L a ktorym
pretekd prud I. Najdime teraz vSeobecné vyjadrenie energie magnetického pola

Vinutie s n
zavitmi
a pradom /

bh

Obr. 4.6

pomocou veli¢in charakterizujtcich pole. Uvazujme tzky toroid s n zavitmi,
ktorymi te¢ie prad I, ako je to na obrazku 4.6. Velkost indukcie pola B vo
vzdialenosti 7 od stredu toroidu vyjadrime pomocou zakona celkového prudu.
Za integracni drahu vezmeme kruznicu polomeru 7:

27r
fﬁ-df:fﬂdl:H/dzzﬂzwan.
0

Odtial pre velkost indukcie méme:

I
Bz,uH:ﬂ.
27r

Pre magneticky tok cez plochu jedného zévitu mozeme pisat

1 I I
@0_/3 as = /BdS /’;n ’m //ddh_’mh 2
wr

Celkovy tok cez n zavitov je

un’Ih
In
2 1

d = nd, = T2
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a vlastnd indukénost toroidu je:

L_?_ni)o_,uthlnrj
I I 2r ry

Uvazujme teraz pripad, kedy Ar = ro — r; << r. V tomto pripade mézeme
pouzit aproximaéciu:
T Ar Ar
1n2—ln(1+> ~ —.
1 1 r

Pole vo vnutri toroidu mézeme povazovat za konstantné a pre indukénost mo-
zeme pisat:

2
un hAr
L=——. 4.5
27r (4.5)
Magnetické pole je iba vo vnutri toroidu a jeho energia F,, = %LI 2. Ak za prad

dosadime I = QTZ'—JB (pozri (4.4) a hodnotu L z rovnice (4.5), dostavame:

B, = 1 pn*hAr <2m’B>2 1 B2 1 B2

= ——2mrhAr = =—V,
2 2mr ni 2 u 2 u
kde V = 27xrhAr je objem toroidu.
Hustotu energie w,, magnetického pola definujeme ako energiu objemovej jed-
notky. Z predchadzajacich vypoctov mame:

E, 1B2?
Wy = — = ——.
" V 2 u
Tento vyraz je vSseobecny vyraz pre vypocet hustoty energie magnetického pola
indukcie B a dé sa zapisat aj v tvare:

H-B.

DN | =

w =

4.4 Elektricky oscila¢ny obvod

Zakladné pojmy a matematicky popis, ktoré sme pouzili pri §tadiu linedrneho
harmonického oscildtora mozno aplikovat aj pri $tudiu oscilacii elektrického
pradu v sériovom oscilaénom obvode.

Uvazujme elektricky obvod, tzv. sériovy RLC obvod, zloZeny z ohmického od-
poru R, cievky s indukénostou L a kondenzatora s kapacitou C' (pozri Obr. 4.7).
RLC obvod je na obrazku 4.7 doplneny o ¢ast obsahujicu zdroj jednosmerného
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napitia o velkosti Uy pripojeny k RLC obvodu cez klu¢ K;. Pri rozopnutom
kIuci Ko a zopnutom kItci K; sa kondenzator nabije na napétie zdroja Uy. Toto
napitie zostava na kondenzatore aj po naslednom vypnuti kltéa K;. VySetrime
¢asovy priebeh pridu RLC obvodom od momentu zapnutia kliéa Ks. Druhy

L L L
= [T

Obr. 4.7

K>

Kirchhoffov zédkon pre uvedeny RLC obvod mé tvar:
Ur+Ue = RI, (4.6)

kde napiitie na kondenzatore je

Q
Uc == 4.7
C C 3 ( )
samoindukéné elektromotorické napétie indukované v cievke je
dr
U,=-L— 4.8
L dt ) ( )

kde @ je naboj na kondenzatore a I je prud tec¢tci obvodom.
V dalsom kroku dosadime rovnice (4.7), (4.8) do rovnice (4.6) a néasledne celt
rovnicu zderivujeme podla ¢asu. Dostaneme:

1dQ d2I dr

— =X L~ =R-—. 4,
ca Fae T fw (4.9)

Ak si uvedomime, Ze

dQ
[=-=%
dt’
mozeme rovnicu (4.9) vyjadrit v tvare:
d?1 dr 1
L=— +R—+=1=0. (4.10)

dt? dt  C
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Po predeleni rovnice (4.10) L a zavedeni substittcii

R 1
dospejeme k rovnici
d21 dl
— +2b— +wigl = 0. 4.12
a2 + T + wy 0 (4.12)

K rovnakej rovnici sme dospeli aj pri rieSeni problému tlmeného linedrneho
harmonického oscilatora. Analogicky ako v uvedenom pripade dostaneme, pre
pripad malého tlmenia (b < wp) vSeobecné riesenie rovnice (4.12) v tvare:

I=TIpe sin(wt+¢), w=4/wd—02 (4.13)

kde amplitada I a fazova konstanta ¢ su integracné konstanty, zavislé na po-
¢iatocnych podmienkach.
Specialny (idealny) pripad netlmenych elektrickych oscilacii predstavuje pripad
LC obvodu, t.j. pripad, ked polozime ohmicky odpor obvodu R = 0. V tomto
pripade nadobudne rovnica (4.12) tvar:

d21

@‘FW%I:O.

Jej vSeobecné rieSenie mozeme vyjadrit rovnicou:
I = Iysin (wot + ) . (4.14)

S vyuzitim rovnic (4.6) (pre R = 0), (4.8) a (4.14) moézeme vyjadrit casovi
zévislost napiitia na kondenzatore:
dl
Uc=-Up = La = LIywo cos (wot + ¢) . (4.15)
Pre pripad spustenia oscilacii postupom popisanym v vode tejto kapitoly je v
Caset=01=0aUy=U.,.
Po dosadeni tychto pociatoénych podmienok do rovnic (4.14) a (4.15)dostaneme:

0= IO sin (gp) s U() = LI()UJQ COS ((p)

a ich rieSenim je:
Uo

=0 Ip= —.
4 & 0 LWO
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Vztah (4.14) prejde potom do tvaru

Uy
I = — sinwyt. 4.16
o sinn (116)
Vidime, Ze v uvazovanom elektrickom obvode tecie periodicky premenlivy har-
monicky elektricky prid. Hovorime, Ze ide o harmonické kmity alebo oscilé-
cie elektrického pradu. Uvazovany elektricky obvod nazyvame preto oscilaénym
elektrickym obvodom. Pre periédu harmonickych oscilacii elektrického pradu
plati:
27
T=—=27VILC. (4.17)
wo
Vztah (4.17) je Thomsonov vzorec.
Pre frekvenciu oscilacii plati:

Vsimnime si procesy, ktoré v oscilaénom obvode prebiehaji. V ¢ase t = 0 medzi
elektrédami nabitého kondenzatora existuje elektrické pole, ktorého energia je

E, = 1CUg.
2

Po zapnuti kItu¢a K sa zacne kondenzator vybijat, obvodom pretekéd premenlivy

prad. Elektrické pole postupne zanika, a na jeho konto vznika pole magnetické.

Toto pole je najintenzivnejsie vtedy, ked ma prad v obvode maximalnu hodnotu

Iy. Vtedy je energia magnetického pola dané vztahom:

1
B, = 5Lfg. (4.18)

S ohladom na vzfah (4.16) stane sa tak v case t = ;°~ = L. Vyraz (4.18),

2wo
vyuzijic vztah (4.11), v tomto okamihu mozno upravit na tvar:

1 1. U2
E, =-LI§=-L [2]01
2 27 121

1
= §CU§ = FE..

Vidime, ze v tomto okamihu je energia magnetického pola rovné energii povod-
ného elektrického pola, ktoré bolo medzi elektrédami kondenzéitora v ¢ase t = 0.

V Caset = % niet pola elektrického, na jeho konto vzniklo pole magnetické. Cel4
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energia aj hmotnost povodného elektrického pola presla na energiu a hmotnost
magnetického pola. V dalsom priebehu sa kondenzator opéf nabija, pravda s
opacnou polaritou, vznika teda zase pole elektrické a to na konto magnetického
pola, ktoré zanikd a v Case t = wlo = % uplne zanikne. V tomto okamziku
existujice elektrické pole sa vyznacuje opif energiou E, = %CU&. V dalsom
priebehu sa zase energia elektrického pola meni na energiu magnetického pola
a naopak. Mame tu do Cinenia s pripadom periodickej premeny elektrického
pola na pole magnetické a naopak. Takyto oscilaény obvod oznacujeme ako ne-
tlmeny oscila¢ny obvod, a oscildcie v fiom vzniklé by sa teoreticky mohli udrzat
nekonecne dlho. To je vsak idedlny pripad. V skutoc¢nosti dochadza pri tomto
procese k vymene energie nielen medzi elektrickym a magnetickym polom, ale
vicsia Cast energie elektromagneticke] meni na vnitornu energiu tychto vodi-
¢ov, az nakoniec oscilacie celkom zanikni. Tieto straty oznacujeme ako ohmické
straty a takyto oscila¢ny obvod nazjvame tlmenym oscilaénym obvodom. Prie-
beh pridu v takomto obvode je popisany rovnicou (4.13). Pre periédu tlmenych
oscilacii plati vztah:

o 2m

Poznamenajme, ze aj v pripade idedlneho obvodu (R = 0) existuje zdroj ener-
getickych strat, ktoré principidlne nemozno nikdy zanedbat. Pri¢inou tychto
strat je, ze elektricky oscilaény obvod cast svojej elektromagnetickej energie
odovzdéava prostrednictvom elektromagnetickjch vin, ktoré vysiela. Intenzita
tohto vysielaného elektromagnetického vlnenia je velmi rozdielna a v podstat-
nej miere zavisi od geometrického tvaru oscilacného obvodu. Pri elektrickom
obvode, ktory pozostdva z husto navinutej indukénej cievky s indukénostou L
a doskového kondenzatora kapacity C, je toto vinenie velmi slabé vtedy, ked
kapacita celého obvodu je prakticky celkom dana kapacitou kondenzatora. Hod-
noty L a C musia byt oproti indukénosti a kapacite ostatnych casti obvodu
velmi velké, ak chceme, aby straty sposobené vysielanim elektromagnetického
vlnenia boli velmi malé. V takomto pripade hovorime o uzavretom elektrickom
oscilaénom obvode. Obvod nakresleny na Obr. 4.7 je spravidla takyto uzavrety
obvod. Pri tzv. otvorenom elektrickom oscilaénom obvode st energetické straty
prostrednictvom vysielaného elektromagnetického Ziarenia uz velmi vyrazné. V
takomto pripade vznika aj pri nulovom alebo zanedbatelnom ohmickom odpore
obvodu znacné tlmenie elektrickych oscilacii v doésledku vysielaného elektro-
magnetického Ziarenia, takZze mozno hovorit o tlmeni Ziarenim. Aby sa kmity v
takychto otvorenych zdrojoch udrzali, je potrebné vyZiareni energiu nahradit
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energiou z nejakého vonkajsieho generatora.

67
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6 Elektromagnetické vinenie

6.1 Opis elektromagnetického vlnenia

Na teoreticky popis elektromagnetického vinenia mozno pouzit Maxwellove rov-
nice. Pre jednoduchost budeme uvazovat vdkuum, kde nie st Zziadne naboje,
prudy, ani permanentné magnety. Za tychto podmienok maji Maxwellove rov-
nice tvar:

—

S OE
tB = poco— 1
ro Ho€o (9t 5 (6 )
. 0B
tE = —— 2
ro o0 (6.2)
divE =0, (6.3)
divB = 0. (6.4)

Derivujme rovnicu (6.1) podla ¢asu:

0B 0*E

rot—— = (0055

AT
9B ; . .

a za %; dosadime z rovnice (6.2):

0?E

rot (rotE) = —uosow.

Ak pouzijeme nasledovni identitu znamu z vektorovej analyzy
rot (rotﬁ) = grad (divﬁ) ~V?E

a rovnicu (6.3), dostaneme

= OE
AE = —, 6.5
oo 912 (6.5)
kde A = V? = 88—;2 + g—; + 6%22 je tzv. Laplaceov operator.
Podobnym postupom mozno dospiet k rovnakej rovnici pre vektor B:
= *B
AB = MO0 —~5 (66)

o2’
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. v d 22 . 7’ 7 . . L 7
Rovnica typu Au = U%% je znama ako vlnova rovnica popisujica netlmenu

vlnu $iriacu sa rychlostou v. Vidime teda, Ze rovnice (6.5) a (6.6) st vlnovymi
rovnicami a teda popisuju v priestore sa Siriaci vlnovy rozruch vo forme zmien
vektorov E a B. Taktto vlnu nazyvame elektromagnetickou vinou. Ak porov-
néme vyssie uvedenti obecnt vlnovii rovnicu s rovnicami (6.5) a (6.6), dostdvame
pre rychlost elektromagnetickej viny vo vakuu vztah:

1
\/50/10'

Ak dosadime hodnoty permitivity a permeability pre vakuum, dostaneme vy-
sledok

v =

v = 3x108ms 1.

Této hodnota je zhodné s nameranou rychlostou svetla vo vakuu. Rychlost $ire-
nia sa elektromagnetickych vin vo vakuu je konstanta, ktora nezavisi od vlnovej
dlzky a frekvencie.

Aby sme sa dozvedeli viac o vlastnostiach elektromagnetickej viny, uvazujme
pripad, ked sa takato vlna §iri napriklad pozdiZz osi x. Nech vektor intenzity
elektrického pola vyhovuje rovnici rovinnej viny Siriacej sa v kladnom smere osi

x, teda:
E= E(t— f)
v

Pouzijic substiticiu p = ¢t — £ mozeme pisaf:

dx  dpdr dp \ v

aEdEapdE< 1)

OE _dEop _dE
ot dp ot dp’

OE _OE (1
oxr Ot v/’

Z tychto rovnic spolu s Maxwellovou rovnicou rotE = —%—’tg postupne dosta-
neme:
i ]k i ]k
rotE=| £ 2 2 |=-0Fjy%hE= 1 0 0 |=
E. E, E. ) G e B
— X Q8 —ix dEO _x 4B (L) = _17x 2E_ _2 (*XUE*) _ _of
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KedZe rovnica
o (1xE\_ o8
ot v T

plati v Tubovolnom éasovom okamihu, modZeme pisat:

=\l (Zx E) . (6.7)
Z rovnice (6.7) mozeme urobit nasledovné zévery:

1. vektor B je vzdy kolmy na vektor E ,

2. vektor B je vzdy kolmy na vektor i, ¢o znamenda ze vektor B sa moze
menit iba v rovine, ktora je kolmé na smer Sirenia sa elektromagneticke;

viny,

3. Casova zévislost B je rovnakéd ako Casova zévislost E, takZze vektory F a
B kmitaju vo faze,

4. stvis medzi velkostami vektorov B a E je dany rovnicou 'E ‘ = /el ‘E" ‘

7 Maxwellovej rovnice divE = 0 dostaneme:

Rovnica

7 tejto rovnice vyplyva, ze vektor F je vidy kolmy na vektor ¢, ¢o znamena,
ze aj vektor E sa meni v rovine kolmej na smer Sirenia sa elektromagnetického
vilnenia. Z toho vidime, zZe rovinné elektromagneticka vlna je priecnym vlnenim.
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6.2 Elektromagnetické spektrum

Oblast frekvencii elektromagnetického vlnenia, alebo elektromagnetického Zia-
renia, je velmi §irokd, obvykle sa deli ako je to na obrdzku 6.1 a nazyva sa elek-
tromagnetické spektrum. Vlnova dlzka viditelného svetla lezi medzi 4.10~7 m a
7,5.10~7 m; frekvencie viditeIného svetla sa menia od 4.10'* Hz do 7,5.10'* Hz.
Ale viditelné svetlo je iba velmi malou ¢astou spektra elektromagnetického Zia-
renia (Obr. 6.1). Elektromagnetické vlny s ovela mensou frekvenciou sa nazyvaju
radiovymi vlnami, pretoze takymito frekvenciami sa dnes prenésa radiovy a te-
levizny signal. Takéto vlny sa tvoria pomocou elektronickych zariadeni.

Vliny s vysSou frekvenciou je velmi obtiazne produkovaf elektronicky. St pro-

VInova dizka (m)
3.10* 3.10°
I I

bt
—
(=

™
W

3_!0-12
I

< > Infradervena | |Ultrafialova Gama

? blast’ Siareni
Rédiové viny oblast oblas N Fiarenie
X luce
<>
Mikroviny Viditel'né svetlo

| | | | | | | | |
10* 10 10® 10" 10 10" 10 10" 10%
frekvencia (Hz)

Obr. 6.1

dukované v prirodnych procesoch, ako st emisie z atémov a molekul. Elektro-
magnetické Ziarenie vzniké aj vtedy, ak sa urychluja elektrény alebo iné nabité
castice. X luce vznikaja pri prudkom zabrzdeni rychlych elektrénov pri ich do-
pade na kovovy tercik.

Infracervené ziarenie, ktorého frekvencia je o nieco mensia ako je frekvencia
viditelného Zziarenia, je zodpovedné za tepelné Ziarenie Slnka. Slnko vyZzaruje
nielen viditelné Ziarenie, ale aj zna¢né mnozstvo infrac¢erveného a ultrafialového
Ziarenia.
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6.3 VInové vlastnosti elektromagnetického Ziarenia
6.3.1 Youngov interferenény pokus

V oblasti, kde sa prekryvaji vlnenia, dochddza k ich skladaniu - interferencii.
Vysledné kmitanie v kazdom mieste sa vyznacuje okamzitou vychylkou rovnou
st¢tu okamzitych vichyliek jednotlivich vin, amplitida vysledného kmitania
bude zévisief najmi od rozdielu faz skladangch vin. V§znamny je pripad, kedy
zdroje vineni kmitaji s rovnakou frekvenciou, maji rovnaky smer kmitania a
konstantny fazovy rozdiel - si koherentné. V tomto pripade amplituda vysled-
ného kmitania v danom bode zavisi iba od jeho vzdialenosti od zdrojov vlneni.
Zasadny vyznam pre dokaz vlnovej podstaty svetla mal Youngov interferencny
pokus. Ako dva koherentné zdroje vinenia pouzil Young dve blizke $trbiny (ich
Sirka je ovela menSia ako ich vzdjomné vzdialenost), ktoré st osvetlené jed-
nym svetelnym zdrojom a samy sa podla Huygensovho principu stavaji novymi
zdrojmi vlneni, ktoré kmitaj s rovnakou fazou a amplittidou (Obr. 6.2). Tieto
vlnenia sa prekryvaja a spolu interferuji. VySetrime interferenciu v bode P na
tienidle vzdialenom o x od $trbin, pricom plati z >> d, kde d je vzdialenost
$trbin. Za uvedeného predpokladu mozno pokladaf svetelné luce prichadzajice
do bodu P za rovnobezné, pricom uhol, ktory zvieraju s osou x nech je .

Blxy)

C(x.0)

S, S,

Obr. 6.2

Intenzita osvetlenia je tmerna kvadratu vyslednej amplitady. Pre vyslednt am-
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plittdu pri skladani dvoch rovnosmernych kmitavych pohybov s rovnakou am-
plitiddou A plati:

A, = \/2A2 + 2A2 cos(ag — ay),

takze je zrejmé, Ze vysledna amplitida zavisi iba od rozdielu faz as — 7. Ak
cos(aa—ayq) = —1, vyslednd amplitida je rovnd nule a v mieste, kde sa skladaji
dva takéto luce, bude tma; najsvetlejsie miesta budu tam, kde sa skladaji dva
lace, pre ktoré cos(ag — 1) = 1.

Dva skladajtice sa liée mozno popisat nasledovne:

u; = Acos (wt— 27T)\l1) a ug = Acos (wt— 27T)\l2)

a rozdiel faz je

|a o |_ _27712 27Tl1
2 1| — h\ \

2r 2m
= - = Z=A
>\|1 2| )\ )

kde A je drahovy rozdiel.
Maximé amplitidy a teda najsvetlejSie miesta na tienidle budu tam, kde plati:

?A:zlm = A=k, k=0,1,2,3,... (6.8)

Pre velkost drahového rozdielu A dostaneme

A=b—ti=yfr s () =y s (-9 =
e (2 e (597, 69

Pri experimente je spravidla splnend podmienka, ze tak ako vzdialenost Strbin
d ako aj poloha bodu P na tienidle y st omnoho mensie ako vzdialenost medzi
Strbinami a tienidlom z. Vyuzijuc binomicky rozvoj pre a << 1 priblizne plati

==x

1
(1:|:a)’£1:|:§a.

. , +4 . N [
Zrejme plati a = (yT2 << 1 a teda v uvedenej aproximéacii dostédvame zo

vztahu (6.9) pre drdhovy rozdiel lacov:

yd
A, .1
- (6.10)
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Po dosadeni do (6.8), pre polohy maxim dostavame:
T
= —kA\.
Y=
Z (6.10), pravouhlého trojuholnika ACP na obrazku 6.2 a pre y << x dostaneme:

d
A= y? = tgpd = dsin ¢

a teda podmienku maxima moZeme napisat aj nasledovnym sposobom:
dsing = k.

V bodoch, kde sa skladaju dva také luce, ktorych drahovy rozdiel je celistvy na-
sobok vlnovej dlzky dopadajiceho svetla, sa objavi maximalne osvetlenie, kym
v miestach, kde dsinp = (2k + 1) % bude amplitida, a teda aj intenzita nulova.
To znamena, Ze tam budt tmavé miesta. Na tienidle sa objavia striedavo svetlé
a tmavé pasy. Takto vypocitané vysledky boli v tiplnej zhode s pozorovanim,
teda svetlo sa tu prejavuje a da sa tispeSne popisat ako vinenie.

6.3.2 Interferencia svetla na tenkej vrstve

Na Gvod tejto kapitoly definujme index lomu n pre dané prostredie vztahom

n=—,
v
kde c je rychlost svetla vo vdkuu a v je rychlost svetla v danom prostredi.
Ako uz vieme, podmienku interferenéného zosilnenia pre viny, a teda aj pre
svetlo, postupujlice v tom istom prostredi mozeme vyjadrif vzfahom

A=1ly—1 =k (6.11)

kde A oznacuje rozdiel dlzok geometrickych drah [ a ls interferujucich lacov,
A je vlnova dlzka svetla a k je celé é&islo. Vztah (6.11) mozeme vyjadrif aj

nasledovnym spdsobom:

lh L
Yook

a vyjadruje skutocnost, Ze k interferenénému zosilneniu dochadza, ak rozdiel
poétu vlnovych dlZok pripadajtcich na geometrické dréhy interferujicich la¢ov
je rovny celému ¢islu. Takto formulovand interferenéna podmienka je platna
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aj v pripade, ak sa interferujice luce pred interferenciou pohybuji roéznymi
prostrediami, t.j. interferenént podmienku moZeme vyjadrit vztahom:

la I

— - — =k 6.12

NN (6.12)
Skutocnost, Zze sa luce Siria roznymi prostrediami sme vyjadrili rozdielnostou
vlnovych dlzok.
Pre dalsie tvahy je dolezité si uvedomit, Ze dany 1u¢ prechddzajici z jedného
prostredia do druhého meni svoju rychlost a vlnova dlzku, av§ak nemeni sa jeho
frekvencia. Mozeme teda pisaft

(%1 (%) C

U TP
a tiez 1 1 1 1 1 1
C C
1 _ el 1 et 1 6.13
)\1 o A nl)\ a AZ Vg )\ TLQ)\’ ( )

kde n1, no st indexy lomu prostredi 1 a 2 a A je vinova dlzka svetla vo vékuu.
Po dosadeni vztahov (6.13) do vzfahu (6.12) a jednoduchej tprave dostaneme

’I’LQlQ — nlll =k (614)

Veli¢ina nl, vystupujlca na lavej strane tejto rovnice, sa nazyva optickd dréha.
Uvazujme teraz rovnobezny zvizok lac¢ov dopadajici na tenkd vrstvu hriabky
d. Index lomu tenkej vrstvy nech je ny a index lomu okolitého prostredia nech
je n1 (Obr. 6.3). Cast dopadajiiceho svetla sa odraZza na povrchu vrstvy a éast
prenika do prostredia vrstvy. Podobny proces prebieha aj na dolnom rozhrani.
Na obrazku st znazornené dva luce, 1a¢ 1 a la¢ 2. Tieto dva lace sa stretaju
v bode D. Ak uvaZzujeme rovinni vlnu, vlnoplocha, v momente dopadu luc¢a 2
na povrch vrstvy, je znazornena useckou AB. Od tohto okamihu do okamihu
stretnutia sa oboch li¢ov v bode D prejdu tieto lice rozdielne dréhy:

ly=AE+ED =2AE, [, =BD

7 obrazka 6.3 a po postupnych upravach dostavame:

. BD l1 . AD AD d 2d
s = —— Slnﬁzi— Cosﬁzizi

AD AD’ 2AE Iy’

2d

ly =ADsina, AD=lssinf, Iy=——,
cos 3
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>3

n>>n;

Obr. 6.3

sin §'sin v
cosf3

Pouzijuc zékon lomu a definiciu indexu lomu dostaneme:

l1 =lysinfBsina = 2d

sin «v U1 N2

sinB vy ng’

kde v1 je rychlost svetla v prvom prostredi a vy je rychlost svetla v druhom
prostredi. Potom

Teraz vyjadrime rozdiel optickych drah (Tava strana rovnice (6.14)) lacov 1,2:

_ _ 2d sin Bsina __ 2d sin 8 ysin Bsina __
ngly —nily = ny cos 3 n12d cosB n2 cos 3 n2 sina2d cos (3

= 2nod—— (1 — sin? ﬁ) = 2nydcos (.

cos 3

Nakoniec eSte potrebujeme vziat do vahy skutoc¢nost, Ze na povrchu vrstvy
rom sa Siri. Pri odraze svetla na takomto rozhrani dochadza k fazovému posunu
vlny o 180°. Ak je index lomu prostredia, na hranici ktorého sa svetlo odraza
mensi ako index lomu prostredia v ktorom sa $iri, k fdzovému posunu nedoché-
dza. Tato skuto¢nost mozeme zahrnit do interferencénej podmienky tak, Ze k
rozdielu optickych drdh vo vztahu (6.14) pripoéitame alebo odpoéitame jednu
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polvlnu. Pre podmienku interferen¢ného zosilnenia odrazeného svetla tenkou
vrstvou potom dostavame:

| >

A
2nadcos B = kX + 5= (2k+1)

Rovnakym postupom mozno dospiet tiez k podmienke interferenéného zoslabe-
nia pre odrazené svetlo tenkou vrstvou. Plati:

2nadcos B = (2k + 1) % - % = k.



39

3 Magnetické pole

3.1 Indukcia magnetického pola, pohyb niaboja v magne-
tickom poli

Zo sktisenosti vieme, ze drahu pohybujtceho sa elektrického ndboja vieme ovplyv-
nif permanentnym magnetom alebo vodi¢om, ktorym pretekd prid a to pro-
strednictvom magnetického pola, ktorého st zdrojom. Vo vicsine pripadov po-
sobi magnetické pole spolu s polom elektrickym a takéto pole budeme nazyvat
elektromagnetickym polom.

Zékladnou charakteristikou magnetického pola je vektor magnetickej indukcie.
K jeho zavedeniu vlozme skusmy néboj ¢ do elektromagnetického pola. Sila,
ktord na tento naboj posobi, zavisi nielen od jeho polohy, ale aj od rychlosti
jeho pohybu. Kazdy bod priestoru je charakterizovany dvoma vektorovymi veli-
¢inami, ktoré uréuju silu posobiacu na fubovolny naboj. Prva z nich je elektrickd
sila F"e, ktoré prispieva do celkovej sily bez ohladu na pohyb skusmého naboja.
Popisujeme ju pomocou intenzity elektrického pola E:

— —

F,=qF

Druhou zlozkou sily je magneticka sila F,,, ktoré zavisi od rychlosti skusmého
naboja a ma charakteristicky smer: v kazdom okamihu je tato sila kolma k
vektoru rychlosti. Uvedené vlastnosti je mozné popisat zavedenim vektora in-
dukcie magnetického pola g, pomocou ktorého mozno zapisat magnetickt
silu vztahom

ﬁm:q(ﬁxé)

Celkovs sila F , ktorou posobi elektromagnetické pole na naboj je:

—

F:qﬁ—i—q({)’xé)

a nazyva sa Lorentzova sila.

KedZe magneticka sila je vidy kolméa na smer pohybu nabitej Castice, praca,
ktort vykonava tato sila, je nulova. Magnetické pole, ktoré sa v Case nemeni
(magnetostatické pole), teda nemodze menit kinetick energiu pohybujtcej sa
nabitej Gastice, moze iba zakrivif jej drahu. Jednotka B, ktord vyplyva z rov-
nice pre magneticki silu F,, sa nazgva v ststave SI tesla (T), 1 T = 1N/1Am.
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Pohyb naboja v magnetickom poli. Majme casticu s ndbojom @, ktora
vleti do konStantného magnetického pola s indukciou B rychlostou 7 tak, ze
uhol medzi vektormi indukcie a rychlosti je ¢. Vektor rychlosti mézeme rozlozit
na dve na seba kolmé zlozky - jedna lezi v smere indukcie magnetického pola a
druhé je na nu kolma:

~

Obr. 3.1

Z obrazku 3.1 je vidiet, Ze:
(%1 V2 . .
— =CoSp = V] =vCosp a — =sinp = vy =vsinp.
v v
Sila, ktorou posobi magnetické pole na ¢asticu, potom moze byt zapisana:
F=Q(3xB)=Q (5 x B) +Q (7% x B),
takze L .
= Fl + F2a
kde . . . .
FliQ(171XB), FQZQ(172XB)
a teda aj vektor sily sa sklada z dvoch na seba kolmych zloziek.
Pre velkost prvej zlozky mame:

‘ﬁl‘ — QuiBsin0° = 0,

ak by teda castica vletela do magnetického pola tak, ze vektor jej rychlosti by
bol rovnobezny s vektorom indukcie pola, neposobila by na nu ziadna sila a teda
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dastica by sa pohybovala rovnomernym priamoc¢iarym pohybom rychlostou 7.
Velkost druhej zlozky sily je:

]ﬁg‘ — QuaBsin90° = Qua B (3.1)

a jej smer je kolmy na vektory rychlosti a indukcie magnetického pola.
Konstantn4 sila, ktora je kolmé k rychlosti v Iubovolnom okamihu, je dostre-
diva sila, takze ak castica vleti do magnetického pola v smere kolmom na smer
indukcie, vysledna dostredivé sila spdsobi, Ze sa bude pohybovat rovnomerne
po kruZnici. Polomer tejto kruZnice moZeme vyjadrit z druhého Newtonovho
pohybového zakona:
2
v
Fy =maq, ag=—2. (3.2)
T
Z rovnic (3.1) a (3.2) méme:

2 .
mu muvg muvsm @
22 _QuuB = r= =7

.

QB QB

V nasom pripade, ked ¢astica vletela do magnetického pola pod uhlom ¢, mu-
sime zlucit vysledky, ktoré sme ziskali pre dve zlozky sily - rovnomerny priamo-
¢iary pohyb a rovnomerny pohyb po kruznici. Vyslednym pohybom je pohyb
po skrutkovici s polomerom 7.

3.2 Gaussov zakon magnetického pola

Podobne ako sme mohli ilustrovat elektrické pole silo¢iarami, magnetické pole
mozno graficky reprezentovat indukénymi ¢iarami, pri¢om ich stuvis s vektorom
magnetickej indukcie je nasledovny:

1. Doty¢nica k indukénej ¢iare v lubovolnom bode mé smer B v tomto bode.

2. Podet ¢iar prechddzajicich jednotkovym prierezom (plochou kolmou k ¢ia-
ram) je umerny velkosti B.

diel medzi silo¢iarami, ktoré reprezentuju elektrické pole, a indukénymi ¢iarami,
ktoré reprezentuji magnetické pole. Neexistuje totiz magneticky analég elektric-
kého naboja, to znamena, ze neexistuju ziadne magnetické naboje, z ktorych by
mohli vychddzaf indukéné ¢iary. Indukéné ¢iary nemaji pociatok a koniec a
preto vytvaraji uzavreté slucky. Uvedent skutoénost mozno vyuzit k ziskaniu
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Gaussovho zakona magnetického pola. Uplne analogickjm sposobom ako sme
definovali tok vektora intenzity elektrického pola (pozri vztah (1.7)) mozeme
definovat aj tok vektora indukcie magnetického pola:

¢:/§~d§,

S

kde sa integruje cez celt plochu (uzavret alebo otvorent), na ktorej je ® de-
finovany. Veli¢inu budeme nazyvat magneticky tok. Jeho jednotkou je weber
(Wb).

Urcéme teraz magneticky tok @ cez uzavreta plochu S, ktora je ulozend v mag-
netickom poli. KedZe indukéné iary vytvaraju uzavreté slucky, pocet ¢iar vstu-
pujtcich do objemu ohrani¢eného plochou S je rovny poctu ¢iar z objemu vy-
chadzajucich a teda magneticky tok cez uzavrett plochu je nulovy:

fé -dS =0. (3.3)
Tato rovnica sa nazyva Gaussov zakon magnetického pola a je jednou zo

zékladnych rovnic nielen pre magnetostatické, ale aj pre vseobecné elektromag-
netické pole.

3.3 Biotov - Savartov zakon

Obr. 3.2

Podla Biota a Savarta mozno vodi¢, ktorym tecie prud I, reprezentovat mnoz-
stvom priadovych elementov. Pod takymto pradovym elementom rozumieme
veli¢inu [ dl_; kde I je velkost prudu tectceho vodicom a dl’ je vektor o vel-
kosti elementarnej dizky vodi¢a, majiici smer dotyé¢nice v danom bode vodica a
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orientovany v smere toku pradu vodi¢om (Obr. 3.2). Magnetickd indukcia dB
v Tubovolnom bode priestoru je dané rovnicou

L ol Al X T
dB = —
dr 3

kde 7 je polohovy vektor miesta, v ktorom magnetickt indukciu poc¢itame, vzhla-
dom na uvazovany element vodica dl'a po = 47.1077 mkgs—2A~? je magne-
ticka konstanta. Tato rovnica vyjadruje Biotov - Savartov zakon.

Velkost dB je

woldl sin «

dnr2

kde « je uhol medzi dl'a 7. Celkovt indukciu magnetického pola v danom bode
potom ziskame integrovanim cez celt dlzku vodica:

g:/dg.

Ako priklad vyjadrime B vo vzdialenosti a od nekonec¢ne dlhého priameho

dB =

A I p A
y 0
a iR
Al 4" "
d/
[
B
Obr. 3.3

vodic¢a, ktorym tecie prud I. Element dl vodica prispieva do celkovej indukcie v
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bode A elementarnou indukciou:

= /.L(]I de i
dB = — .
4 73
Velkost tohto prispevku je:
oldlsin o
dB="—"+——.
4mr2

Stvis medzi veli¢inami I, 7, o (pozri Obr. 3.3) je

l=d—acotga a r= a

sin o

Diferencovanim prvej rovnice dostavame:

dl = do

sin? o

a dosadenim do vyrazu pre dB

poldisina  polgrgdasina  pglsinado

47r2? Py 4dma
S o«

dB =

Pre pole vytvorené celym vodi¢om:

T

B= /dB :/7"0]5“10‘(10‘ _ Mol (3.4)
dma 2ma

0

Ako priklad je v dolnej Gasti obrazka 3.3 nakreslend jedna indukénd CGiara.

3.4 Zakon celkového pradu (Ampérov zakon)

V predchadzajicej ¢asti sme odvodili vzfah pre magnetickt indukciu v okoli
dlhého priameho vodi¢a (rovnica (3.4)). Uvazujme teraz v rovine kolmej na
priamy vodi¢ Iubovolnti uzavret slucku [ okolo tohto vodica. Vodi¢om teéie
prad I ako je to na obrazku 3.4. Vyjadrime velkost krivkového integralu pozdlz
uzavretej krivky [. Ako je vidiet z obrazka 3.4, moZno pisat:

dlcosa = adyp

a teda oL
B -dl = Bdlcosa = Bady.
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Obr. 3.4
Potom pre integral bude platit:
2 7
%E-dfz%Badwz/&adwzuoI
2ma
0
a teda
fé -dl'= pol. (3.5)

Tato rovnica je zndma ako Ampérov zakon celkového prudu. Odvodili sme
ho len pre $pecidlny pripad jedného priameho vodi¢a. Jeho platnost je vSak
vSeobecnd pre lubovolny podet a tvar vodicov, ked pod pridom vystupujicim
na pravej strane rovnice (3.5) rozumieme algebraicky stcet vSetkych pradov,
ktoré pretekaji plochou ohranienou uzavretou integracnou krivkou na lavej
strane rovnice (3.5).

3.5 Sila p6sobiaca na vodi¢, ktorym tecie prad, v magne-
tickom poli

Elektricky prud vytvaraji pohybujtce sa ndboje. KedZe magnetické pole posobi
silou na kazdy pohybujtci sa nadboj, mdzeme ocakavat, ze bude silovo posobit aj
na vodi¢, ktorym tecie prid. Uvazujme element pradovodica dlizky di, ktorym
tecie konstantny elektricky prad I. Vodi¢ nech je uloZeny v magnetickom poli
s indukciou B. Vektor dl’ je orientovany v smere pohybu kladného naboja. Ak
dQ je voIny elementarny néboj, ktory sa nachadza v dizkovom elemente di, a
pohybuje sa rychlostou ¥, pre silu posobiacu na vybraty element mozeme pisat

dﬁde(ﬁxE).
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Kedze dQ = Idt a v = g—f , pre silu mézeme dalej pisaft
dF = Idt (dl X E)
dt

dﬁ:](dfxé).

a teda

Této rovnica - tzv. Amperov zakon sily, vyjadruje silu, ktorou pésobi mag-
netické pole na dlzkovy element dl vodi¢a, ktorym te¢ie konstantny prad I.
Integrovanim tejto rovnice ziskame silu, ktora posobi na cely vodi¢ dlzky I:

F:/I(dfx E). (3.6)

3.5.1 Sila p6sobiaca medzi dvomi rovnobeznymi priamymi vodiémi

Na obrazku 3.5 st1 dva priame rovnobezné vodice vo vzajomnej vzdialenosti a.
Vodi¢mi te¢u prady I; a Iz v tom istom smere. Prvy vodi¢ vytvara magnetické
pole. Velkost jeho indukcie v mieste druhého vodica je:

_ pol

B = .
! 2ra

Vodic 2, ktorym tecie prad I, sa teda nachadza v magnetickom poli s indukciou

14 L4
SR
El 4_—B' l
o ®
%
Obr. 3.5

Bi. Na dlzku [ tohto vodi¢a bude posobit magneticka sila Fio, ktorej velkost
podla vzfahu (3.6) je:
. pol11>

Fio = I1lB] = l.
2ma
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Orientéciu tejto sily Fi5 uréime pomocou definicie vektorového st¢inu a rovnice
dﬁlg =1 dl x El) Vidime, ze dva rovnobezné vodice, ktorymi te¢a prudy
toho istého smeru, sa pritahuju a dva vodiée s prudmi opa¢ného smeru sa od-
pudzuja.

3.5.2 Sily posobiace na pradovu slu¢ku, magneticky moment

Sily posobiace na slucku s pridom v magnetickom poli vysetrime pre najjed-
noduchsi pripad. Majme obdlznikovii drotent slucku dizky h a sirky [, ktora je
ulozend v magnetickom poli B. Sluckou tedie prad I. Jednotkovy vektor 7 je
kolmy k ploche slucky a je orientovany tym smerom, odkial je vidiet prud tiect
proti smeru pohybu hodinovych ruéiciek (pozri Obr. 3.6). Vysledn4 sila poso-

B
[ 2
-A
a] 4,
i3
I

Obr. 3.6

biaca na slucku je vektorovym sictom sil pdsobiacich na Styri strany slucky.
Magnetické sila posobiaca na stranu ¢j slucky je

Fij = Bllij sin (pi]‘,

kde l;; je dlzka strany a ®i; je uhol medzi vektormi Ba dl_;-j pre dant stranu.
Je zrejmé, ze plati = B - .

Fio=—F3 a Fy=—Fs.
Kedze sily FioaFyy posobia pozdlz tej istej priamky, ich vyslednica je nulova, na
slucku teda nepoésobia. Pretoze sily Fyia .F_:32 neposobia pozdlZ tej istej priamky,
ich vyslednicou je moment sily, pre ktory plati

Mm = 112 X F32.
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KedZe ’ﬁgz‘ = ’F‘;l‘ = BIh a ’l}g‘ = [, pre velkost momentu sily mozeme pisat:
M,, = BIhlsina = BISsin «,

kde S = hl je plosny obsah slucky. Tento vztah, ktorj sme odvodili pre obdiz-
nikov slucku, plati pre rovinnt slucéku fubovolného tvaru. Veli¢ina:

m=187=18

sa nazyva magneticky moment sluc¢ky. Pomocou tejto definicie mdZzeme pisat
moment sily vo vektorovom tvare:

—

Mm:mxé.

Na slucku s pridom, ulozent v magnetickom poli, p6sobi moment sil, teda pri
jej otodeni musi byt vykonand praca a slucka mé potencidlnu energiu zviazani
s jej polohou (natoéenim) vo vonkajSom magnetickom poli.

Magneticka potencialnu energiu v nejakej polohe danej uhlom « definujeme, ako
pracu vonkajsich sil, potrebnt na otocenie slucky z polohy s nulovou potencial-
nou energiou (oby¢ajne sa tato poloha voli pre a = 90°) do danej polohy a.
Teda

E, = / M,,da = / mBsinada = mB [— cos algge = —mB cos a,

900 900
alebo vo vektorovom tvare
E,=—-m-B.
3.6 Magnetické vlastnosti latok

Magneticky moment atomu

Mozeme si predstavit, Ze elektrén obiehajuci okolo jadra vytvara priudovi slucku
s prudom I, = ¢/T = ef, kde e je velkost naboja elektrénu, T je doba jeho
obehu, f frekvencia, a teda magneticky moment takejto slucky za predpokladu,
Ze elektrén obieha po kruznici polomeru r mozno vyjadrit:

m=1I.S. = —efrr?]. (3.7)

Ked sa elektrén pohybuje po kruznici, moézeme vektor momentu hybnosti (or-
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] A
= v
-l
— —e
S;' Ie
m
v
Obr. 3.7
bitédlneho) elektrénu vyjadrit nasledovne:
L =7 xmb=rmevj = me2rfrj, (3.8)

kde m, je hmotnost elektrénu, v je jeho rychlost.
Z porovnania rovnic (3.7) a (3.8) dostaneme:
R

2me

7Z kvantovej mechaniky je znadme, Ze elektrén ma aj ,,vlastny moment hybnosti“
- spin L, ktory savisi so spinovym magnetickym momentom 171, nasledovne:
e -
mg = —— L.
Me
V mnohoelektrénovych atémoch st elektrény s réznymi orbitami, ich magne-
tické momenty st preto rozne. Vysledny magneticky moment atému je rovny

vektorovému suctu vsetkych orbitalnych a spinovych magnetickych momentov
jeho elektrénov.

Magnetické pole v latkovom prostredi
Latky pozostévaji z atémov, ktoré mozu mat nulovy alebo nenulovy vysledny
magneticky moment. Neustédly chaoticky tepelny pohyb atémov sposobuje, ze v



50 3 MAGNETICKE POLE

pripade atémov s nenulovym magnetickym momentom, st magnetické momenty
neusporiadane orientované. Tato neusporiadanost sposobuje, Ze sa makrosko-
picky neprejavia.

Ak sa ale latka umiestni do magnetického pola, silovym posobenim (Lorentzova
sila) sa elementarne pridové slucky usporiadaji - vektory magnetickych mo-
mentov sa natocia do smeru vektora indukcie vonkaj$iecho magnetického pola.
Tato orientacia elementarnych pradov v pradovych sluckich sa prejavi navonok
ako pridavné magnetické pole .f, ktoré sa s posobiacim vonkajsim magnetickym
polom s indukciou vo vikuu EO vektorovo sc¢ita. Podrobnejsie si tito problema-
tiku rozoberme na jednoduchom priklade.

Uvazujme dva identické solenoidy. Vo vnutri jedného nech je ulozené latka, kto-
rej atémy maji nenulové magnetické momenty. Tymto momentom priradime
elementérne pridové slucky (napriklad orbitdlny pohyb elektrénov v elektréno-
vom obale atému). Elementarny prad takejto slucky ozna¢me symbolom I, . Vo
vnatri druhého solenoidu nech je vzduch (v idedlnom pripade vdkuum). Nech
maju tieto solenoidy z zavitov na dizke d a nech I je prad te¢tci solenoidom.
Magnetické pole vytvorené vo vnutri solenoidu nazveme vonkajsim a oznacime
symbolom By. Zaroven predpokladajme, Ze solenoidy sit dostato¢ne dlhé na to,
aby sme mohli povaZovat pole mimo ich objemu za nulové.

Ak soleniodom netecie prid (pozri Obr. 3.8a), orientacie momentov jednotlivych
atéomov si z dovodu tepelného pohybu rozdelené tiplne nahodne. Po zapnuti
prudu solenoidom vytvorené magnetické pole By spodsobi, Zze sa momenty ato-
mov stacaji do smeru tohto pola (Obr. 3.8b). Pre zjednoduSenie dalsich avah
predpokladajme Gplné stocenie.

Zvolme si uzavretu krivku ako je to ¢iarkovane naznacené na Obr. 3.8 a pouzime
zakon celkového prudu. Pre prazdny solenoid dostavame:

a b c
Zad Zhooo §ad Theo § 4
S B e
AgY A 45 2+ |3,

L oBoA Al 2 g
'F:»--T»---iq ----- _LAL___L_.__-L__4 ) :--r?l’- -------------
J4m N 4 4 4L L




3.6 Magnetické vlastnosti latok 51

j{.éo . df: Bolo = MOZZOI- (39)
Pre solenoid vyplneny uvazovanym materidlom plati
%é . dfz Bly = ,uoglof + pwoNIe, (310)

kde N je pocet elementarnych pradovych sluciek, ktorych plochy pretina integ-
racna krivka.

V nasom pripade ide o priidové slucky leziace na dlzke I a ich stredy sa naché-
dzaja v objeme V = Sly, kde S je plocha elementarnej slucky.

Z rovnic (3.9), (3.10) postupne dostavame

z
By = ,UOEL
z NI, NI,
B:/},()*I-F,Uloi :Bo+M0 . (311)
d lo lo
Veli¢ina NI NLS N
M=te o 2red O (3.12)

lo oS V'
kde m je magneticky moment elementarnej pridovej slucky, sa nazyva mag-
netizacia. Zo vztahu (3.12) je zrejmé, Ze magnetizicia predstavuje magneticky
moment jednotkového objemu.

Rovnicu (3.11) mozeme teraz napisat nasledovne

B = By+ puoM = By + J (3.13)

kde veli¢ina J = uoM sa nazyva magneticka polarizacia.
Nakoniec este zavedieme veli¢inu nazyvant intenzita magnetického pola
vztahom:

B — puoM

Ho

H (3.14)

a po uprave dostaneme
B = puoH + poM = poH + J. (315)

Vo vSeobecnosti veliciny B, M, J, H st vektorovymi veli¢inami a teda napriklad
poslednt rovnicu zapiSeme v tvare:

—

B = poH + poM = poH + J.
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Magnetizacia a magnetickd polarizdcia daného materidlu sa menia, ak sa tento
vlozi do vonkajsieho magnetického pola. Tato zmena je charakterizovand velici-
nou

M
K= —
H
nazyvanou magneticka susceptibilita, alebo veli¢inou
_ B
H=m

nazyvanou permeabilita.
Rovnicu (3.15) modzeme teraz postupne napisat nasledovne

B = poH + poxH = po (1+ k) H = pH

a teda
= po (1+ k) = pirpio,
kde u, = 1 4+ & je relativna permeabilita. Je zrejme, ze pre vikuum je k = 0,

pr =1a pu=ppo.
Latky podla velkosti ich susceptibility a permeability mozno rozdelif takto:

k<0, pr <1..... diamagnetické latky (napr. pre med p, = 0,999995)

k>0, pur>1..... paramagnetické latky (napr. pre vzduch p, = 1,0000031)

Kk >> 0, ppr >> 1..... feromagnetické latky (i, moze dosahovat hodnoty az
10° — 10°).

Diamagnetické a paramagnetické latky oznacujeme ako slabomagnetické a fero-
magnetické ako silnemagnetické.

Na zéaver eSte uvedme alternativne vyjadrenie zédkonu celkového pridu. Z rovnic
(3.9), (3.13)a (3.14) dostavame:

- o Z
H-dl = =1l,.
f d

Nakolko na pravej strane je celkovy prud pretekajici plochou ohrani¢enou uzav-
retou integracnou krivkou, ide zrejme o int formu zapisu zdkona celkového
pridu. Aj ked sme k nej dospeli len pre $pecidlny pripad, jej platnost je vSe-
obecna.

Potom, ak zdkon celkového pradu zapiSeme v tvare

fﬁ-df: I, (3.16)
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na pravej strane je celkovy prud pretekajici plochou ohrani¢enou uzavretou
integracnou krivkou, avSak v rovnici (3.16) ide len o makroskopické prudy na
rozdiel od rovnice § B.-dl = ol , kde na pravej strane vystupuju vsetky prudy,
teda aj elementarne prudy.
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5 Maxwellove rovnice

Skétsky fyzik James Clerk Maxwell ukézal, Ze vSetky elektrické a magnetické
javy modzu byt opisané pomocou Styroch rovnic zahftiajicich elektrické a mag-
netické pole. Tieto Styri rovnice, zname ako Maxwellove rovnice, si také funda-
mentalne ako Newtonove zakony.

Zakon celkového prudu (rovnica (3.16)), ktory vyjadruje skutocnost, ze v okoli
vodica, ktorym tecie prad, vznikéd magnetické pole, mozno zapisat v tvare

fﬁ«ﬁ:L

Faradayov zdkon elektromagnetickej indukcie (rovnica (4.1)) hovori, Ze ak sa
meni v ¢ase magnetické pole, vznika elektrické pole:

fﬁa;_i/gdg
dt

Gaussov zakon v elektrickom poli (rovnica (1.29)) dava do suvisu elektrické pole
s jeho zdrojom - elektrickym nabojom

fﬁdﬁ:@

Gaussov zédkon v magnetickom poli (rovnica (3.3)) vyjadruje skutoénost, ze
magnetické indukéné ciary st do seba uzavreté krivky, ktoré nemaju pociatok
ani koniec (ako elektrické silo¢iary maju svoj pociatok v néboji), teda:

fé-ds“*:o.

Spolocne s tymito Maxwellovymi rovnicami v tzv. integralnom tvare sa niekedy
sucasne zapisuju rovnice vyjadrujuce vlastnosti materialu:

5 = Er€0E_:,

é = Mr,uoﬁ
a —
j=~FE.

Maxwellove rovnice mozu byt zapisané aj v inom, takzvanom diferencidlnom
tvare, ktory je ¢asto vhodnejsi ako integralny tvar.
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Aby sme transformovali Maxwellove rovnice z integralneho do diferencidlneho
tvaru, budeme vyuzivat dve vety zndme z vektorovej analyzy. Prva je tzv. Gaus-
sova veta, ktora dava do suvisu integral cez uzavrett plochu z vektorovej funkcie
s jej integrovanim cez objem ohraniceny danou plochou:

%ﬁd§:/V4ﬁV:/&ﬂMm (5.1)
14

kde V je operator, ktory je definovany:

d- 9= -

v 3xl+6y‘7+ 0z
. OF, OF, OF
divF = VF = =~ y z

o oy | 0:

je tzv. divergencia F.
Druhé veta je Stokesova veta, ktora déva do suvisu integral po uzavretej krivke
s plo$nym integralom cez Iubovolnt plochu, ktortt dand krivka ohranicuje:

j{ﬁ-dfz/(VXf)~d§:/rotﬁ-d§,
S

S

kde rotF = V x F sa nazyva rotacia F.
Najprv vyuzijeme uvedenti Gaussovu vetu na prepisanie zakona zachovania néa-
boja do diferencidlneho tvaru. Zakon zachovania naboja sme matematicky za-
pisali (rovnica (2.4)):

d

$i-a5--gav.

Naboj Qv v objeme ohrani¢enom uzavretou plochou S moZno zapisat ako ob-
jemovy integral cez tento objem z nabojovej hustoty py:

Qv = /ﬂvdV-
1%

Pouzijuc Gaussovu vetu (5.1), dostaneme

dpy

= d
\4 \4 14
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KedZe tato rovnica plati pre lubovolny objem, zdkon zachovania ndboja mozno
zapisat aj v nasledovnom (diferencidlnom) tvare:

Teraz prejdeme k odvodeniu Maxwellovych rovnic v diferencidlnom tvare.
Najprv budeme aplikovat Stokesovu vetu na lava stranu zdkona celkového pridu
a zapiSeme prud pomocou pridovej hustoty. MdZeme pisat

fﬁ.df:/rotﬁ.ds*:z:/;.dg,

S S

/rotﬁ~d§:/f~d§.

S S

teda

Téato rovnica plati pre aktikolvek integra¢nii plochu S, lubovolnej velkosti i tvaru,
teda vyrazy pod integralmi sa musia rovnat:

rotH = ;

Je tu ale jedna velmi délezitd vec, ktord treba spomenut v stvislosti s prvou
Maxwellovou rovnicou. Maxwell si v§imol, Ze tu je nieco zvlastne. Divergencia
lavej strany tejto rovnice bude rovna nule, pretoZe divergencia rotécie je vzdy

nulova (div (rotﬁ ) = 0). To znamen4, Ze aj jej prava strana, teda divergencia

5', mé byt tieZ nulova. Ale ak divf je nula, potom celkovy tok prudu von z
lubolnej uzavretej plochy je rovny nule. Ako vieme z rovnice divj = —8'6'%, tok
naboja cez uzavretd plochu je rovny ubytku ndboja v objeme ohranicenom touto
plochou. Tento samozrejme nemdze byt vo vSeobecnosti nulovy, lebo nédboje sa
mozu pohybovat z miesta na miesto. Maxwell predvidal tento problém a navrhol

pridat do rovnice dalsi ¢len na jej pravi stranu - tzv. posuvny prud.

Z rozmerovej analyzy je jasné, ze vyraz %—? vyjadruje pradovi hustotu a nazyva
sa hustota posuvného prudu

- 0D

JD = o

Celkova prudova hustota je rovna sume hustot vodivostnych a posuvnych priadov
a 1. Maxwellova rovnica m4 tvar:

oD

rotﬁz_f —_—.
It 5
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Aplikujme teraz Stokesovu vetu na lavi stranu Faradayovho zdkona. MoéZeme

pisat
%E-df:/rotﬁdgz—g/é-d§:/_a£.d§
dt ot
S S S

/mtﬁ.dg:/_aé.dg.
ot

S S

teda

St to plo$né integraly cez ti ist plochu, a kedZe rovnica musi platif pre Iubo-
volna plochu, plati

tE = ——
ro 8t

¢o je 2. Maxwellova rovnica.
Ak aplikujeme Gaussovu vetu (5.1) na Gaussov zakon elektrického pola a naboj
(@ napiseme ako objemovy integral z ndbojovej hustoty, mame

j[ﬁ-dgz/divﬁdV:Q:/pdV
1% 1%

/ divDdV = / pdV.

\4 \4

teda

Obe strany obsahuji objemovy integrél cez ten isty objem, aby rovnica platila
pre lubovolny objem (Tubovolnej velkosti a tvaru), vyrazy pod integrdlom musia
byt zhodné:

divD = p-
Tato rovnica je 3. Maxwellova rovnica.
Podobne ziskame stvrtd Maxwellovu rovnicu - Gaussov zakon magnetizmu:

}(é.d§:/div§dvzo
1%

a teda
divB =0,

¢o je 4. Maxwellova rovnica.
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5.1 Zakon zachovania elektromagnetickej energie, Poyn-
tingov vektor

UvaZzujme izotropné prostredie. Energia elektromagnetického pola v nejakom

objeme V je dand
1 72 772
W= [ wdr = 3 <€E + uH )dT.

\4 \4

Zmena tejto energie za jednotku casu je

dw 1 OF . 9H . QE . 9H
dt—2/<52E e + u2H - 6>d7 /<6E e +uH - 6t>d7.

v v
Pouzijuc Maxwellove rovnice rotH = 28 at + ] a rotE = —p 2 dt , po Upravach
mame:
OFE  —j  rotH OH  rotE
ot € g’ o u
% :f [6E (—?;+ rotH) +,LLH ( rotE)i| dr =
v
= [E-rotﬁ—ﬁ-rotﬁ} dr — [j- Edr.
v 14

-

Teraz vyuzijeme Ohmov zdkon E = pj a rovnost div (l; X 6) = @-rothb— b - rotd

aw - -
W-—/dlv(ExH)dT—/p] ar.
\%

a dostaneme

Pouzijuc Gaussovu (5.1) vetu mame
dw Lo\ s .
—— =— H -dS — d
= (Ex [ ritar.
%

kde plosny integral na pravej strane rovnice je cez plochu, ktord obopina uva-
Zovany objem.
Vektor

—ExH
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je zndmy ako Poyntingov vektor a posledni rovnicu mozeme pisat v tvare:

dW adS—!—/

Této rovnica vyjadruje zakon zachovania elektromagnetickej energie. Vy-
raz —M predstavuje ubytok energie elektromagnetického pola v danom objeme
za Jednotku éasu. To sa moze diat dvoma sposobmi. Prvym je tok energie cez
ohrani¢ujtcu plochu dany vyrazom ¢ & - ds , druhym je strata energie v désledku
pridenia volnych nabojov v uvazovanom objeme dand vyrazom [ p?dT.
v

Vidime, Ze Poyntingov vektor & je kolmy na vektory EaH. Vyjadruje energiu
elektromagnetického pola, ktora je vyziarena cez jednotkovii plochu za jednotku
Casu v Iubovolnom ¢asovom okamihu. M4 smer Sirenia energie, teda smer Po-
yntingovho vektora je dany smerom Sirenia sa elektromagnetického vlnenia ako
uvidime v nasledujtcej Casti.
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7 Zaklady kvantovej mechaniky

7.1 Casticové vlastnosti elektromagnetického Ziarenia
7.1.1 Ziarenie absolttne &ierneho telesa

Elektromagnetické vlnenie je Sirenim elektromagnetickej energie priestorom. Po-
jem elektromagnetické vlnenie zahfnia Sirokt oblast javov, ktoré sa ligia svojou
vlnovou dlzkou - radiové vlny, tepelné Ziarenie, infracervené Ziarenie, svetlo, ul-
trafialové Ziarenie, rontgenové ziarenie, atd. Na prikladoch svetla a réntgenového
ziarenia sa daju demonstrovat vlnové vlastnosti elektromagnetického Ziarenia,
napr. interferenéné obrazce.

Ukazalo sa ale, zZe existuju javy, patriace do oblasti elektromagnetického zia-
renia, ktoré sa spominanym sp6ésobom - v ramci vlnenia a predstav klasickej
fyziky, vysvetlif nedaji. RieSenie tohto problému viedlo k vzniku kvantovej fy-
ziky.

Kazdé latka emituje elektromagnetické ziarenie, ktorého vlastnosti zévisia od
teploty a povahy latky. Schopnost telesa vyzarovat tzko stvisi s jeho schop-
nostou absorbovat Ziarenie. To sa d4 ocakdvaf, pretoze teleso pri konStantne;
teplote je v tepelnej rovnovahe so svojim okolim a teda musi z neho absorbo-
vat prave tolko energie, kolko vyziari. Za idealne budeme povazovat také teleso,
ktoré pohlti vetku naii dopadajticu energiu (bez ohladu na frekvenciu Ziare-
nia) a vyZiari ju vo forme tepelného Ziarenia - tzv. absolitne Cierne teleso.
KedZe schopnost telesa emitovat Zziarenie je imerné jeho schopnosti Ziarenie ab-
sorbovat, absolitne ¢ierne teleso je stucasne aj najlepsim ziaricom. Ak budeme
uvazovat idedlny pripad absolutne ¢ierneho telesa, nemusime brat do ivahy kon-
krétnu povahu ziariaceho telesa, pretoze vsetky cierne telesd sa chovaja tplne
rovnako a ziarenie bude zavisiet iba od teploty. Absolttne ¢ierne teleso si mozno
predstavit ako duty predmet napr. tvaru gule s velmi malym otvorom (Obr. 7.1).
Ziarenie dopadajtce do otvoru vstupuje do dutiny, kde sa odraza od stien az
kym sa nepohlti. Pri danej teplote steny dutiny neustdle emituji a absorbuji
Ziarenie a prave toto Zziarenie - Ziarenie absoliitne ¢ierneho telesa nas zaujima.
Moézeme ho $tudovat pozorovanim toho, ¢o vychadza z otvoru. Vysledky pozo-
rovania stuhlasia so sktsenostou:

e Cierne teleso vyzaruje tym viac energie, ¢im je teplejsie,

e relativne mnozstvo vyziarenej energie zavisi na vlnovej dlzke a tato za-
vislost mé pre teplejsie teleso maximum pri mensich vlnovych dizkach, v
porovnani s chladnejsim telesom.
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Obr. 7.1

Ak schopnost telesa pohlcovat energiu popiSeme tzv. pohltivostou:

Eabs
E b
kde FE.s je pohltend energia a E je celkova dopadajiica energia, potom pre

absolutne cierne teleso bude platit o = 1.
Dalej zavedieme veli¢inu intenzita vyZarovania definovant vztahom:

E
SAt’
kde E je energia vyziarena povrchom telesa s plosnym obsahom S za casovy
interval At. Intenzita vyZarovania je teda energia vyZiarena jednotkovou plochou
za jednotkovy casovy interval.
Spektralnu intenzitu vyZarovania (pre uréiti vlnovii dizku) definujeme
vztahom:

o =

- _L dF
AT SAtdN’

ktord stvisi s celkovou intenzitou vyzarovania Iy podla vzfahu:
oo
Iy = /I(/\)d)\. (7.1)
0
Potom pre celkoval vyZiarenii energiu mozno pisat:
E= /dEA = SAt/I(/\)d)\.

0
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Na obrazku 7.2 je zndzornend zavislost intenzity elektromagnetického Ziarenia

I(0)

T,

7\'ml '}\'mZ }\‘
Obr. 7.2

od vlnovej dizky pre dve telesa roznych teplot, pricom plati: T > T. Je vidiet,
Ze ¢im ma teleso vysSiu teplotu, tym viac energie vyzaruje (plocha pod fun-
kciou I()\) je vicsia) a stucasne vlnova dizka, pri ktorej vyZaruje s maximalnou
intenzitou, sa postiva dolava - ku kratsim vlnovym dlzkam. Tieto skuto¢nosti
vyjadruju matematicky dva empirické zakony:
Wienov posuvny zidkon, ktorj hovori, ze vlnova dlzka, pri ktorej absolitne
Cierne teleso vyzaruje s maximalnou intenzitou, je nepriamo timerna absolitnej
teplote telesa

Am = T?
kde b = 2,898.1073 m - K je Wienova konstanta,
Stefanov - Boltzmannov zakon, ktory hovori, Ze celkova intenzita vyzaro-
vania (pri vSetkych vinovych dizkach) je priamo imerna Stvrtej mocnine abso-
latnej teploty telesa

Iy = oT?,

kde o = 5,67.1078 Wm 2K ~* je Stefanova-Boltzmannova konstanta.

Keby bola explicitne zndma zavislost I(\), potom Stefanov - Boltzmannov zédkon
by sme mohli ziskaf integrovanim tejto zéavislosti podla vlnovej dizky v hrani-
ciach od nuly do nekone¢na (vztah (7.1). Wienov zdkon by sme mohli ziskat
najdenim lokalneho extrému (maxima) tejto funkcie.

Néjst tiato zavislost sa koncom minulého storodia pokusili Rayleigh a Jeans po-
mocou predstév klasickej fyziky. Elektromagnetické Ziarenie v dutine s dokonale
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odréZajicimi stenami mozno popisat ako stojaté vlnenie (trojrozmerné zovse-
obecnenie stojatého vlnenia na napétej strune). V tepelnej rovnovahe atémy
(harmonické oscildtory), ktoré vytvaraja steny dutiny absolitne ¢ierneho telesa
emituji a absorbuju elektromagnetické Ziarenie. Pri danej teplote T je podla
ekviparti¢ného principu strednd hodnota energie pripadajica na jeden stupen
volnosti tychto oscildtorov %kT. Pretoze oscildtor mé& dva stupne volnosti (ki-
netickl a potencidlnu energiu), strednd hodnota energie jedného oscildtora je
2%kT = kT. A teda aj kazdé stojatd vina elektromagnetického Ziarenia v du-
tine mé strednd hodnotu energie kT (obsahuje elektricki a magnetick( energiu).
Na zéklade tychto predpokladov Rayleigh a Jeans dospeli k zavislosti

8TkT

kde k je Boltzmannova konstanta.

Tento vztah m4 vsak velky nedostatok - vyplyva z neho, Ze intenzita vyZarovania
je tym viicsia, ¢im je vlnovéa dlzka kratsia, ¢o by znamenalo, ze pri Iubovolnej
teplote by vSetky telesd mali vyZzarovat najtvrdsie ultrafialové Ziarenie a v takom
svete by samozrejme nemohol existovat ziaden zivot. Tento zjavny nestlad tedrie
a skutocnosti sa vzil pod nazvom ,ultrafialova katastrofa“ a predstavoval vo
fyzike problém, kedy sa jav zrejme nedal vysvetlit v rdmci dovtedy znidmej
klasickej fyziky.

Riesenie tohto problému vyzadovalo uplne novy pristup, s ktorym prisiel na
prelome storoc¢i Max Planck. Ekviparti¢ny princip plati iba pre spojité rozdelenie
moznych energii. Podla Plancka sa elektromagnetické ziarenie nevyzaruje (a tiez
nepohlcuje) spojite, ale v ur¢itych najmensich moZnych mnozstvach energie -
tzv. kvantach, priamo timernych frekvencii Ziarenia f:

E=hf,

kde h = 6,63.1073* Js je tzv. Planckova konstanta, ktora patri medzi zakladné
prirodné konstanty.

Teda aj energia oscilatorov v dutine absoltutne cierneho telesa sa nemeni spo-
jite, ale skokom. Najmensia moZné zmena energie (hf) je v pripade klasického
oscilatora velmi mald a nemé vplyv na popis chovania oscildtora, napr. malej
gulocky, ktord vykonéva kmity na pruzine. AvSak v pripade oscildtorov v mik-
rosvete (atémov) mé predpoklad skokovej zmeny energie dalekosiahle nasledky.

Pre stredntt hodnotu energie oscilatora E pri teplote T' sa za uvedeného pred-
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pokladu Planckovi podarilo odvodit vztah:

hf
exp (Z—%) -1
z ktorého vyplyva, ze pri relativne nizkych teplotach oscilatory kmitajace s
vysokymi frekvenciami nie si vybudené (ich stredna hodnota energie je nulova),
teda nedochadza k ultrafialovej katastrofe.

Pre zavislost intenzity vyzarovania od vlnovej dlzky pri danej teplote Planck
potom ziskal vztah, Planckov zakon Ziarenia:

E=

2hc? 1
I(A): N ex (hc)_l'
P (2T

Této funkcia sa pre malé vinové dizky blizi k nule a jej priebeh je v stlade s
experimentalne ziskanymi zdvislostami. Z Planckovho zdkona Ziarenia sa daju
vy$§ie spomenutymi postupmi ziskat oba empirické zakony - Wienov i Stefanov-
Boltzmannov. Kedze vSetky dosledky vyplyvajice z predpokladu kvantovania
energie s v uplnom stlade s experimentalne ziskanymi poznatkami, je treba
tento predpoklad povazovat za spravny.

7.1.2 Fotoelektricky jav

Dal$im vyznamnym experimentom, ktory narazal na problémy pri interpretacii
na zaklade predstav klasickej fyziky, bol fotoelektricky jav. Mozné experimen-
talne usporiadanie pre pozorovanie tohto javu je na obrazku 7.3. Fotobunka po-
zostava zo sklenenej banky, v ktorej sa nachadzaju dve elektrédy - fotokatdda
a kolektor. Fotoelektricky jav spoéiva v emisii elektrénov ti¢inkom svetla do-
padajiceho na povrch kovu.

Elektrédy su pripojené na vonkajsi elektricky obvod obsahujuci jednosmerny
zdroj elektromotorického napitia, ampérmeter a voltmeter. Ak je fotobunka v
tme, obvodom netecie prud. Pri osvetleni fotokatédy svetlom dostatocne vyso-
kej frekvencie zacina obvodom pretekat prud.

Samotny fakt, ze k takémuto javu dochadza, mozno pochopit aj na zéaklade
klasickej elektrodynamiky. Elektromagnetickd vlna by mohla v principe dodat
elektrénu energiu dostato¢nii na jeho uvolnenie z kovu. Problémy vsak nastant,
ak skimame tento jav podrobnejSie. Aparatira na obrazku 7.3 umoziuje zme-
raf maximélnu kinetickd energiu Fpmq. elektrénov emitovanych z fotokatddy.
Toto urobime tak, ze oto¢ime polaritu zdroja (fotokatéda kladnd a kolektor za-
porny). Elektrén, ktory vyleti z fotokatddy, bude v takomto pripade brzdeny
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svetlo

fotokatoda fotobunka

- +
©
P
L)
Obr. 7.3

elektrickym polom medzi elektrédami. Pri malom napéti zdroja najrychlejsie
elektrény stéle dosiahnu kolektor a obvodom bude tiect priad. Ak pri tejto pola-
rite zdroja budeme zvySovat jeho napitie az do okamihu, ked obvodom prestane
tiect prad, dostaneme hodnotu napiitia Uy kedy st zabrzdené aj najrychlejsie
elektrény. Vztah medzi Uy a maximéalnou kinetickou energiou Eymq. vyjadruje
rovnica

elUy = Egmaz, (7.2)

kde e je velkost naboja elektrénu.

Typicka zavislost napitia Uy na frekvencii je na obrazku 7.4. Zo vzfahu (7.2)
je zrejmé, Ze rovnaka bude tiez zavislost maximalnej kinetickej energie na frek-
vencii. Z hladiska klasickej vlnovej tedrie je zvlastne, ze pre frekvencie mensie
ako ist4 hrani¢nd hodnota fg, k emisii elektrénov nedochédza. Podla uvedenej
tedrie by mal byt tento efekt pozorovany pri lubovolnej frekvencii, ak je inten-
zita svetla dostatoéne velkd, avSak pri frekvencii f < fo svetlo Tubovolne velkej
intenzity tento efekt nevyvols. Dalsou zvlastnostou je skuto¢nost, ze maximalna
energia nezavisi na intenzite svetla.

Tretim rozporom medzi klasickou tedriou a experimentom je skutoc¢nost, ze ne-
bolo pozorované casové oneskorenie medzi zapnutim svetla malej intenzity a
emisiou elektrénov. Podla klasickej tedrie by sa ocakévalo, Ze je potrebny isty
¢as na to aby zo svetla malej intenzity elektréon naakumuloval dostatok energie
na svoje uvolnenie.
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Uo

Obr. 7.4

V roku 1905 Albert Einstein zistil, Ze vyssie uvedené skuto¢nosti mozno vysvet-
lit za predpokladu, Ze svetlo frekvencie f je prud éastic nazyvanych fotény a Ze
energia foténu je dand vztahom

E=nf,

kde h je Planckova konstanta. V§imnime si, ze ide o najmensie kvantum energie
vyziarené oscildtormi v Planckovej hypotéze.

Fotoelektricky jav potom mozno popisat ako interakciu medzi dvomi ¢asticami
- foténom a elektrénom, v ktorej fotén odovzdava celt svoju energiu elektrénu.
Matematicky mozno fotoelektricky jav opisat Einsteinovym vztahom

hf =W + Ek:ma:ry

kde hf je energia dopadajiceho foténu, W je energia potrebnd na uvolnenie
elektrénu z kovu a Ej,q. je kineticka energia emitovaného elektréonu. Veli¢ina
W sa nazyva vystupna praca a pre dany kov ma konstantni hodnotu.

7.1.3 Comptonov jav

Ak je spravna predstava foténu ako castice s nulovou pokojovou hmotnostou,
malo by byt mozné vySetrovat zrdzky medzi foténmi a napr. elektrénmi ako
zrdzky medzi biliardovymi gulami v klasickej mechanike.

Ak fotén rontgenového Ziarenia narazi na elektrén, ktory bol v pokoji, fotén
sa rozptylom odchyli od svojho pévodného smeru pohybu a elektrén sa zac¢ne
pohybovat. Je to pruznd zrazka, pri ktorej plati zdkon zachovania energie a
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y
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Obr. 7.5

zakon zachovania hybnosti.
V $pecidlnej tedrii relativity sme pre celkovii energiu Castice ziskali vztah:

2

v2
Vyi-a
Umocnenim tejto rovnice na druha a odstranenim zlomku ziskame stvis medzi
energiou a hybnostou

FE =

E? = p?c® + mict. (7.3)

Pre ¢asticu s nulovou pokojovou hmotnostou plati E = pc a teda p = E/¢, pre
hybnost foténu s energiou hf potom dostédvame:

hf
p=—.
Cc

Nech energia foténu pred zrazkou je hfi, po zrazke hfy, jeho hybnost pred

zrazkou % a po nej h—cﬁ, kinetick4 energia elektrénu po zrazke Ey, a jeho hybnost
p.

Potom mozno zapisat zékon zachovania energie:

hfi = hfa+ Ej (7.4)
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a zakon zachovania hybnosti:

p1 = P,
kde p1 je celkova hybnost stistavy pred zrazkou a pir po zrazke.
Tuato vektorovi rovnicu mozno nahradit dvomi skaldrnymi rovnicami pre z-ové
a y-ové zlozky hybnosti, pretoze zrazka sa deje v rovine xy:

h h
hiy _ ﬁcosap—i—pcos@ (7.5)
c ¢
h
0= ﬁsincpfpsine. (7.6)
c
Rovnice (7.5) a (7.6) zapiSeme v tvare:
pccosf = hf; — hfscosp (7.7)
pesin = hfasin p. (7.8)
Umocnenim (7.7) a (7.8) a ich séitanim dostaneme:
PP = (hf1)? — 20 f1hfzcosp + (hf2). (7.9)

Porovnanim (7.3) s vyjadrenim celkovej relativistickej energie ako suctu kine-
tickej a pokojovej energie dostaneme

p*c? = E} + 2Emoc? (7.10)

a do vyrazu (7.10) dosadime kinetickt energiu vyjadrent pomocou vztahu (7.4)

p2c = (hf1)” = 2hfihfo + (hf2)” + 2moc® (hfs — hfa). (7.11)
Porovnanim vzfahov (7.9) a (7.11) a jednoduchou tpravou ziskame
moc? (hfi — hfz2) = hfihfa (1 —cos). (7.12)

Ak (7.12) predelime vyrazom h%c?, dostaneme vysledok:

WW<ﬁ_h>:ﬂh

1-— .
h c c c c ( cos ¢)

KedZe medzi frekvenciou a vlnovou dlzkou plati stvis ¢/f = A, predchadzajici
vztah moZno prepisat zavedenim vlnovych dizok

moe (1 1) _1—cosp
R\ M X/ A
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a po uprave pre rozdiel vlnovej dlzky odrazeného a dopadajtceho Ziarenia do-
stavame

Ao — A = mioc (1-cosgp). (7.13)

Vztah (7.13) odvodil v roku 1922 A. H. Compton a jav, ktory popisal a ako
prvy pozoroval, sa nazjva Comptonov jav. Rovnica (7.13) udéva zmenu vl-
novej dizky foténu pri jeho odraze o uhol ¢ na Eastici s pokojovou hmotnostou
Veli¢ina h/(mgc) mé pre elektrén hodnotu 0,024.107% m. Najvicsi mozny né-
rast vinovej dizky podla (7.13) je pre uhol 180°, kedy rozdiel v zatvorke v (7.13)
bude rovny 2, takze maximalna zmena vlnovej dizky bude 0,048.107° m, pre
dastice tazsie ako elektrén bude zmena mensia. Kym pri viditelnom svetle je
zmena vlnovej dizky mensia ako 0,01 %, pri rontgenovom Ziareni s vlnovou
dlzkou radu 10~'° m tvori niekolko percent a je lahko pozorovatelna. Na ob-

rontgenovy
\spektrometer

rozptyleny \

lae X / \
\
\
4 \
|
— 1
nerozptyleny !
. 1 X !
zdroj !
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Obr. 7.6

razku 7.7 je vidief experimentalny posun vlnovej dizky rontgenového Ziarenia
predpovedany vztahom (7.13) pre niektoré uhly odrazu. Pri kazdom uhle obsa-
huji rozptylené lace aj ¢ast s povodnou vinovou dizkou. Tie odpovedaji odra-
zom foténov na viazanych elektrénoch, kde za pokojovii hmotnost treba dosadit
hmotnost celého atému, takZze posun bude taky maly, Ze je nemeratelny a teda
nameriame poévodnt vinova dizku.

Predstava o zrazke foténu rontgenového ziarenia s volnym elektrénom v latke
ako o pruznej zrazke (analogicky biliardovym guliam v klasickej mechanike)
viedla teda k tplnému vysvetleniu narastu vlnovej dlzky odrazeného Ziarenia,
ktory sa pomocou vlnovych vlastnosti vysvetlit nedal a Comptonov jav je dalsim
dokazom casticovych vlastnosti elektromagnetického ziarenia.
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7.2 Vlnové vlastnosti Castic
7.2.1 De Broglieho vlny, vlnovo-¢asticovy dualizmus

Od objavu &asticovych vlastnosti elektromagnetickych vin uplynuli temer dve
desafroéia, kym sa v roku 1924 objavila myslienka, ze by mohlo byt spravne aj
opacné tvrdenie - Ze Castice maji vlnové vlastnosti. V pripade objavu castico-
vych vlastnosti vin to boli experimenty, ktoré potrebovali vysvetlenie (Ziarenie
¢ierneho telesa, fotoefekt, atd.) a aj ked toto vysvetlenie bolo revoluéné, bolo
ho jednoduchsie vyslovit, ako vyslovit hypotézu o vlnovych vlastnostiach ¢astic
bez podpory experimentu. A prave v takej situécii bol v roku 1924 Louis de
Broglie, ked vyslovil, vedeny o¢akévanim symetrie prirody, myslienku, Ze hmota
mé ako Gasticové, tak aj vinové vlastnosti. Tato myslienka vyvolala hned velkt
pozornost a napriek tomu, Ze experimentéalne bola potvrdeni aZz v roku 1927,
uz v roku 1926 sa stala vychodiskom pre tspesny rozvoj kvantovej mechaniky
(Born, Heisenberg, Schrédinger).

Zhriime si najprv, ¢o vieme o foténe - Castici elektromagnetického Ziarenia s
nulovou pokojovou hmotnostou:

hybnost foténu je p = mc, energia E = hf, zo Specialnej tedrie relativity vieme,
7e E = mc?, takze pre jeho hybnost potom mozno pisat:

E hf h

c c A

t.j. hybnost foténu je uréené jeho vlnovou dlzkou.
De Broglie, vedeny intuitivnym ocakdvanim symetrie prirody, predpokladal, Ze
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predchadzajuci vztah je Gplne vSeobecny, teda pouzitelny tak pre fotény, ako
aj pre vSetky ostatné castice. Potom pre casticu hmotnosti m pohybujicu sa
rychlostou v, jej hybnost mu stvisi s jej tzv. de Broglieho vlnovou dizkou
podla vztahu:

Kazdej ¢astici s hmotnostou m pri jej priamociarom pohybe s konstantnou rych-
lostou v prislicha rovinna monochromaticka vina s vinovou dizkou . Ako vidno,
¢im viicsia je hybnost Castice, tym mensia bude jej vinova dlzka.

Vztah (7.14) déva do stvisu taka ¢isto vlnova charakteristiku, akou je vlnova
dlzka, s Gisto asticovou charakteristikou - hybnostou a matematicky vyjadruje
de Broglieho myslienku o ¢asticovo - vlnovom dualizme. Znamena to, ze kazda
Castica sa niekedy chové ako Castica (vyznamné su jej Casticové charakteristiky
ako napr. hybnost) a niekedy ako keby bola vlnenim (vyznamné sa jej vlnové
charakteristiky ako je vlnova dlzka). Samozrejme to plati aj o elektromagne-
tickom ziareni, ktoré, ako sme videli v predchadzajicej kapitole, napriek tomu,
ze ho mozno popisat ako vlnenie, sa niekedy chova ako prad castic - foténov.
Avsak nie je mozné sti¢asne pozorovat Casticové i vlnové vlastnosti hmoty. Toto
vyjadruje tzv. princip komplementarity (N. Bohr): K pochopeniu daného
experimentu musime pouzit bud vlnova alebo ¢asticovi (foténovir) tedriu, ale
nikdy nie obe sticasne.

7.2.2 Experimentalne potvrdenie de Broglieho hypotézy

Vlnova podstatu castic prvykrat experimentalne potvrdili Davisson a Germer
v roku 1927, ked pozorovali difrakciu elektrénov. Tato difrakcia je prejavom
vlnovej povahy Castic a nema obdobu v chovani newtonovskych castic.

Davisson a Germer $tudovali rozptyl elektrénov na monokrystali niklu (jeho
atémy st usporiadané do pravidelnej mriezky), pri¢om mohli menit energiu do-
padajiceho elektrénového zvizku i polohu detektora rozptylenych elektrénov
(Obr.7.8). Podla klasickej fyziky by rozptylené elektrény mali vyletovat pri-
blizne rovnako do vSetkych smerov. Davisson a Germer vSak pozorovali zretelné
maximé a minima v poctoch vyletujicich elektrénov v zavislosti od energie
elektrénového zviizku. Pozrime sa, ¢i mozu de Broglieho viny vysvetlit tento
vysledok. Pri kolmom dopade elektrénov s energiou 54 eV na niklovy tercik sa
ostré maximum v rozdeleni rozptylenych elektrénov objavilo pod uhlom 50° od
smeru povodného zvizku. Uhol dopadu i rozptylu vzhladom k systému mriez-
kovych rovin (Obr.7.9) potom bude 65°. Jedna z medzirovinnych vzdialenosti
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v krystali niklu je d = 0,091 nm. Braggova rovnica pre maxima v difrakénom
obrazci rontgenového Ziarenia je:

2dsinf = k. (7.15)

V nasom pripade, za predpokladu, Ze k = 1, je de Broglieho vlnovéa dlzka elek-
trénov po difrakcii rovna:

A = 2dsinf = 0,165nm.

Ak teraz pouzijeme k vypoctu vlnovej dizky de Broglieho vzfah pri danej kine-
tickej energii, potom s vyuzitim stvisu medzi kinetickou energiou a hybnostou

v nerelativistickom pripade

2
B, =2

2m
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dostévame:
)\ZEZL:07166nm.
p ZmEk

Tento vysledok je v dobrom stihlase s pozorovanou vinovou dlzkou, takze Davis-
son a Germer dokézali, ze zvizok Castic (elektrénov) dopadajici na monokrystal
kovu vytvéra rovnaky difrakény obrazec ako vlnenie (réntgenové Ziarenie) s vl-
novou dizkou \, pricom v pripade ¢astic je tato vinova dlzka de Broglieho vinova
dlzka, takZe Castice prejavuji vinové vlastnosti.

Vinové vlastnosti elektrénov mozno pozorovat aj pomocou Debyeovej - Scher-
rerovej metddy, ktord sa pouziva na skimanie interferencie rontgenového ziare-
nia. Réntgenové luée pri prechode tenkou kovovou féliou (predstavujiicou sttbor
mikroskopickych krystalov) sa ohybaju. Tie lace, ktorych smer vyhovuje vzfahu
(7.15), tvoria plast kuzela. Ked dame do cesty rozptylenym licom fotografickt
platiiu, kolmo na smer nalietavajtcich la¢ov, vytvoria sa na nej (v miestach
expozicie - dopadu rozptylenych lucov) ststredné krizky, tzv. difraktogram.
Také isté kruzky dostaneme aj vtedy, ak tenkou kovovou féliou bude prechiddzat
prad elektrénov. Rozptylené elektrény vytvoria na fotografickej platni (expo-
nuji ju v mieste svojho dopadu) stistavu ststrednych interferencénych krizkov -
elektronogram. Takyto elektronogram prvykrat ziskal Thomson na cinovej féli
(Obr. 7.10). Uvedené experimenty dokazuju, ze prud Castic, v tomto pripade

Obr. 7.10

elektrénov, sa niekedy sprava ako vlnenie - ma rovnaké vlnové vlastnosti, po-
pisané Braggovym vztahom, ako réntgenové (elektromagnetické) Ziarenie. Tym
teda dokazuju de Broglieho ¢asticovo - vlnovy dualizmus.

V stcasnosti je technika difrakcie elektrénov natolko rozvinutd, Ze sa vyuziva v
priemysle na skiimanie Struktiry materidlov. Prednostou tejto metédy je, Ze sa
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.....

je ovela kratgia), je mozné jednoduchym spésobom spojito menit vlnovt dizku
elektrénov (pomocou urychlujiceho napétia), Gé¢inkom elektromagnetickych poli
mozno menit smer elektrénovych lac¢ov (elektrénovy mikroskop, ktorého rozli-
Sovacia schopnost v dosledku kratkej vinovej dlzky elektrénov je ovela vyssia
ako pri optickych mikroskopoch).

Ako je to s pozorovanim vinovych vlastnosti v nasom okolitom svete?
Casticovo - vlnovy dualizmus je vSeobecny prirodny zédkon. MoZeme sa preto
pytat, akt de Broglieho vlnovit dlzku mé auto hmotnosti m = 1000 kg, pohy-
bujice sa rychlostou 20 m/s. Po dosadeni do vzfahu A = h/(mv) a vypocte
dostaneme pre vlnovit dizku hodnotu 3,315.1073% m, ¢o je také malé éislo, ze
je pre nas nerozlisitelné od nuly. Z toho je vidiet, Ze vinové vlastnosti sa v na-
Som okolitom svete neprejavuji, prejavuju sa len v mikrosvete, ¢o vSak nie je v
rozpore s univerzalnostou ¢asticovo - vlnového dualizmu.

7.2.3 Popis ¢astice pomocou vinového balika

Uviedli sme stvis vlnovych vlastnosti s éasticovymi - jednoduchy vztah medzi
vlnovou dlzkou a hybnostou ¢astice. Akého druhu si ale vlnové javy v pripade
de Broglieho vin? Aké veli¢ina vytvéara jej zmeny, tak ako zvukovi vinu vytva-
raju periodické zmeny tlaku v prostredi, ¢i elektromagnetické vinenie periodické
zmeny intenzit elektrického a magnetického pola? Keby sme uvaZovali iba Cas-
ticové vlastnosti elektrénov v- Thomsonovom pokuse, dopadajtce elektrony by
mali v elektronograme vytvorit jediné maximum so stredom presne oproti do-
padajicim elektrénom. V skutocnosti vSak elektréony vytvoria taky isty inter-
ferencny obraz ako réntgenové luce prechadzajice tenkou kovovou féliou. Elek-
tronogram zobrazuje pravdepodobnost vyskytu elektrénov. Pre elektrény teda
musi existovat charakteristika, ktord mé vlnovy charakter a stvisi s pravdepo-
dobnostou vyskytu elektrénov v danom mieste. Tato premennd veli¢ina, ktord
charakterizuje vlnovy charakter elektrénov, je vlnova funkcia, ktord savisi s
pravdepodobnostou vyskytu elektrénu v bode v ¢ase t. Matematicky tvar tejto
funkcie moze byt taky isty ako pre rovinnd vinu :

¥ = U, sin {w (tf %)] = Uqsin (wt 2;;?) = Uy sin (wt — kx),

kde k je tzv. vinové ¢islo. Kvoli zjednoduseniu vypoctov sa pouziva komplexné
vyjadrenie funkcie pre rovinna vlnu :

T = Toe (%),
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Zo vztahov pre energiu a hybnost v kvantovej mechanike plati:

E
E=hf=hw = w=-

_h _ 27mh N 2r _ p
P=X772 X
a teda vlnova funkciu mozno napisat aj v tvare:

U = Wger Pr=E) _ g eilwi-ke) (7.16)

Pravdepodobnost P, Ze elektrén sa niekde nachadza v danom c¢ase, moZe nado-
btdat lubovolnt hodnotu medzi dvomi hraniénymi hodnotami - nulou, ktora od-
povedd istej nepritomnosti a jednotkou, odpovedajicou istej pritomnosti. Am-
plitida kazdej viny moze byt ako kladnd, tak i zadpornd, ale zapornéd pravde-
podobnost nemé zmysel, samotné ¥ teda nemoze byt pozorovatelnou veli¢inou,
nie je mozné ho experimentélne interpretovat, nemd teda ziaden fyzikdlny zmy-
sel. Toto sa ale netyka |\I/|2, Stvorca absolutnej hodnoty vlnovej funkcie, ¢o je
vzdy kladné ¢islo. Veli¢ina |\Il|2 je tmerna pravdepodobnosti experimentalneho
najdenia Castice v .danom ¢asovom okamihu ¢ v mieste x a nazyva sa hustota
pravdepodobnosti. Tato interpretaciu prvykrat navrhol Max Born v roku
1926.

Ak navrhnuté vlnova funkcia (7.16) predstavuje ¢asticu, hustotu pravdepodob-
nosti vyskytu tejto Castice vypocitame ako druhti mocninu absolutnej hodnoty
vlnovej funkcie:

(O = 0.0 = Toeh P7=E0 gre= k(2 =50 — g, |, (7.17)

kde ¥* je funkcia komplexne zdruzend k funkcii ¥. Hustota pravdepodobnosti
je kongtantnd, takze pravdepodobnost vyskytu ¢astice je rovnakd v celom pries-
tore. Vlna je prili§ ,8irokd“ - neuréitd na to, aby mohla predstavovat Gasticu.
Tato vlna predstavuje Casticu s presnou hodnotou vinového ¢isla k, ktoré priamo
stvisi s hybnostou p. Ak hybnost, a teda aj vinové éislo k Castice nemozeme urcit
presne, ale len s presnostou < k — Ak, k + Ak >, potom ¢asticu modzeme opisat
superpoziciou vin, ktorych vlnové &islo je z intervalu < k — Ak, k + Ak >:

ko+Ak
U (x,t) = / W (k) e~ ilwmt=kal gy
ko—Ak

Reélna zlozka vysledného vztahu predstavuje koneény vysledok :
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sin (zAk)
Ak

Takato vlnova funkcia sa nazyva vlnovy balik a lepSie vystihuje polohu ¢astice

v priestore (Obr. 7.11).

D4 sa ukézat, Ze pri superpozicii vin blizkych hodnét vinového é&isla sa maximum

obélky vyslednej viny pohybuje grupovou rychlostou v,, ktora je definovans

vztahom

U (x,0) = 2PoAk cos (kox) . (7.18)

_dw
= o
V pripade ¢astice hmotnosti m pohybujtcej sa rychlostou v je tato rychlost
rovna rychlosti castice:

d d (E 1d 11 2h2kc?
dk — dk \ n h dk hz\/m

(7.19)

Vg

_hch_@:p

Vg = —

mc? m m

Ked7e Castice sa niekedy prejavuji ako vlnenie s ur¢itou vlnovou dlzkou a daji sa
popisat pomocou vinovych funkcii, mozno ocakavat, Ze existuji zdsadné hranice
presnosti, s ktorou mozno merat ich éasticové charakteristiky. V dal3ej ¢asti ich
ukézeme.

7.3 Heisenbergove vztahy neurd&itosti

Hlavné maximum vlnového balika (7.11) je v mieste = 0 a je ohrani¢ené bodmi
Z1 a xg, pre ktoré ma funkcia (7.18) nulové hodnoty, teda plati 1Ak = —7 a
oAk = 7. Sirka maxima sa rovné rozdielu tjchto stradnic :

2T

Ax:xg—xlzﬂ. (7.20)

Takze plati

AzAk = 27. (7.21)

7 vysledku vyplyva, ze ¢im je interval Ak $irsi, tym je uzsi interval Ax, ktorym
je lokalizovana ¢astica na osi x. VInovy balik vytvéara aj dalsie, ale podstatne
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Obr. 7.11

nizSie maximad, preto, ak Azr mé vyjadrovat interval, v ktorom sa castica moze
nachadzat, vo vztahu (7.21) treba rovnost nahradif nerovnostou :

Az Ak > 27.

Ak vyuzijeme stvis medzi hybnostou a vlnovym éislom p = hk, predchddzajici
vztah mozno napisat v tvare :

AxAp > h

Exaktné vypocty ukazuja, ze plati:

ApAzx

Y

NI

AEAt >

Tieto dva vztahy sa nazjvaju Heisenbergove vztahy neuréitosti. Prvy z
nich hovori, Ze nie je mozné sicasne s Tubovolnou presnostou uréif hybnost a
polohu céastice. Druhy vyjadruje skutocnost, ze ak chceme merat energiu castice
pocas ¢asového intervalu At, nepresnost nasho merania bude AE > 2Zt'
KedZe h je velmi malé ¢islo, obmedzenia kladené vzfahmi neurcitosti sa pod-
statné iba v subatémovych rozmeroch.

Odhad rozmeru atému vodika. Pomocou prvého vztahu neurcitosti mézeme
velmi jednoducho odhadnif, aky musi byt minimélne polomer atému vodika,
ak vieme, e energia E elektrénu hmotnosti m = 9,1.1073! kg v atéme je
17 eV = 2,7.10'® J. Odpovedajica hybnost:

p=+V2mE =2,2.10"%* kgms ™",
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h
Ap.Ar > — x> .

47 4t Ap
Ap moze byt mensie alebo rovné p, takze ak za maximéalne Ap budeme braf
hodnotu hybnosti, dostaneme miniméalnu hodnotu polomeru atému vodika:

h
Tmin = Az = — =2 5107 m.
41p

Ako uvidime neskor, tento odhad je v stilade so skuto¢nostou.

7.4 Schrédingerova rovnica
7.4.1 Zostavenie Schrédingerovej rovnice

V klasickej mechanike je stav Castice alebo ststavy Castic tplne popisany, ak
st zname napr. suradnice a hybnosti ¢astice alebo sustavy ¢astic. V kvantovej
mechanike informéaciu o systéme poskytuje vlnova funkcia.

Stav castice, ktorej pohyb je obmedzeny posobenim vonkajsich sil, je tplne
popisany vlnovou funkciou W, ktord je funkciou stradnic a ¢asu. Vlnovi funkciu
ziskame rieSenim rovnice, ktord musi byt linedrna a homogénna, aby vinova
funkcia splhala princip superpozicie, ktory vSeobecne plati pre vlnové procesy.
Rovnica tiez musi byt diferencidlnou rovnicou prvého radu vzhladom k casu.
Potom vyvoj vlnovej funkcie v éase moze byt popisany na zdklade jej zndmej
hodnoty v pociatoénom okamihu. Takéto tilohy riesi kvantova mechanika, ktort
rozvinuli v rokoch 1925-26 najmi Erwin Schrodinger a Werner Heisenberg.
Teraz uvedieme poziadavky, ktoré musi spliiat vinova funkcia W. KedZe |\II|2
je rovné hustote pavdepodobnosti vyskytu castice v danom mieste, musi byt
integral |\Il|2 cez cely priestor rovny 1 - Castica sa niekde v priestore urite

nachéadza: -
/ |*dV =1,

¢o je tzv. normovanie vlnovej funkcie na jednotku.

Vlnova funkcia v kvantovej mechanike popisuje stav castice, pretoze pomocou
nej mozeme ziskat Uplnu informéaciu o vsetkych meratelnych veli¢indch v danom
fyzikdlnom stave Castice. Preto vlnova funkcia musi byt jednozna¢nou funkciou
polohy a ¢asu a potom aj pravdepodobnost bude maft jedini hodnotu v kazdom
mieste a Case.

Vlnova funkcia musi byt spojitd a hladka, teda jej parcidlne derivacie podla
jednotlivych stradnic musia byt vSade spojité. Kedze samotna vlnova funkcia
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nema fyzikalny zmysel, moze byt aj komplexnou funkciou a v jednorozmernom
pripade ju moZno zapisat v tvare (7.16):

U = Aeh (Pe=BY) (7.22)

Vyraz (7.22) je matematickym popisom vlnového ekvivalentu volnej Castice s
celkovou energiou F a hybnostou p pohybujtcou sa v kladnom smere osi z.
Vlnovi funkciu pre ¢asticu volne sa pohybujicu v trojrozmernom priestore po-
tom mozno napisat v tvare:

U (7 t) = Aet PT—FY), (7.23)

Uvedené vlnové funkcie (7.22) a (7.23) popisuji volnt Gasticu, t.j. Casticu, ktord
nie je pod vplyvom Zziadnych sil. KedZe tilohou kvantovej mechaniky je riesit
pripady, kedy je pohyb castice obmedzeny posobenim réznych sil, bude treba
ziskaf vSeobecnt diferencidlnu rovnicu pre vlnova funkciu, ktorej rieSenim bude
vlnova funkcia v danom silovom poli.

Budeme postupovat induktivhou metédou - od Specidlneho zndmeho rieSenia
dospejeme k vSeobecne platnej rovnici. VIinova funkcia je funkciou stradnic a
¢asu. Chceme teda zistif, ako bude stuvisiet ¢asovéa derivacia tejto funkcie s jej
derivaciou podla stradnic.

Zderivujeme (7.23) podla ¢asu:

oV (rt) _  igrEn i
o A "7

¢o mozno pisat

oV (7, 1)
ot

KedZe pre volni éasticu, pohybujtcu sa rychlostou ovela mensou ako je rychlost

svetla, plati

ih — E.Aer (BT=ED)

_7
2m’
mame z predchadzajtcej rovnice:
L0V (7t) PP
h—————= = —Y (1,t). 7.24
! ot 2m (%) (7.24)

Zderivujeme vlnovu funkciu podla suradnic. Pre x-ovi stradnicu dostavame:

AU (7t) i (1 _OU(Ft) B
T = Aen . ﬁpm = ’LFLT = pm\I] (7’, t) .
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Ak teda na vlnovu funkciu aplikujeme operator —iha%, dostaneme pdévodni
vlnova funkciu nasobent z-ovou zlozkou hybnosti Castice, preto tento operator
nazyvame operatorom hybnosti p,:

. 0

Py = —zha—x.

Druhou derivéciou podla stradnic dostaneme:

0%V (7.t .
_h2 8.1(32 ) :piql(rvt)

V trojrozmernom pripade:

2?2 9 92 . -
(52 + e + 323 ) VRO = UG,

—R2A (7, t) = pPU (7,1). (7.25)
Ak tato rovnicu predelime 2m, dostaneme

_h2 ﬁQ _n2
— AV (1) = — T (7 — AV (7, t) = E.V (T,
5 (7, 1) o (7, t) = 5 (7, t) (7 t),

9
pretoze By = 2.

7 2 . 7 7 . 7 . . 7 . v
Teda operator f;—mA aplikovany na vlnovi funkciu dava kinetick energiu cas-
tice nasobent vlnovou funkciou a preto ho nazyvame operatorom kinetickej

energie
2

- h
Epy = ——A.
2m
Porovnanim (7.24) a (7.25) dostavame Schrédingerovu rovnicu pre volni

Casticu: )
G0 B

Rovnicu (7.26) splita kazd4 rovinna vina (7.23) a linedrna kombinécia takychto
vin, t.j. de Broglieho vlnové baliky.
Ak sa Castica nachddza v silovom poli s potencidlnou energiou V (7, t), na pravej
strane (7.26) je treba namiesto operatora kinetickej energie uvazovat operator
celkovej energie:

— K2 .

H= 2mA+ V (7, t)
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a Schrodingerova rovnica pre takito ¢asticu bude mat tvar:

L0V (Ft) R . . .
ZET = %A\I] (7', t) + V (T, t) ‘I’ (T, t) s (727)

¢o pomocou operatora celkovej energie H = E,+V (hamiltonidnu) mozno
zapisat:

U (7
ma (7, 1)

ot
V mnohych pripadoch potencidlna energia castice v silovom poli nezavisi od
Casu, pretoze sily, ktoré na Casticu podsobia, a teda i potencidlna energia, sa
menia iba s polohou. Casticu potom mozno popisat vlnovou funkciou:

= HU (7t).

—iEt ipF —iEt

U (F,t)=Ae " enrn =e & (7)), (7.28)

takze vlnova funkcia je stic¢inom c¢asovo zavislej funkcie a funkcie polohy.
VlInova funkciu (7.28) dosadime do Schrédingerovej rovnice (7.27)

—iEt —iEt

m% (e g >¢(f) - (—ZA+V(F)) e (7).

Po derivovani a predeleni celej rovnice vyrazom e~7" dostavame:
h2
B6 () = |5 A4V ()] 0 @

alebo _
Hy (r) = By (7)),

¢o je bezfasova Schriédingerova rovnica. RieSenim tejto rovnice ziskame
vlnové funkcie a z podmienok kladenych na vinové funkcie ziskame mozné hod-
noty energie. Priklad na rieSenie bezcasovej Schrodingerovej rovnice je uvedeny
v nasledujucej kapitole.

7.4.2 Castica v jednorozmernej, nekoneéne hlbokej jame

Nech castica hmotnosti m sa nachadza v jednorozmernej nekonecne hlbokej
jame Sirky L. To znamenad, ze pre polohu castice x plati: 0 < x < L a pre jej po-
tencidlnu energiu v jame: V = 0, pricom potencidlna energia vSade mimo jamy
je nekonecne velkd (teda Castica je ,uviiznend“ v jame) a teda vlnové funkcia
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Castice mimo jamy bude nulova (Obr. 7.12).

Volny elektrén v kove je podobne ,uviizneny“ - vo vnutri kovu sa modZe pohybo-
vaf takmer volne, ale von z kovu sa moZe dostat iba po dodani energie najmene;
rovnej vystupnej praci. V realnych pripadoch majt jamy koneéni hibku, takze
pravdepodobnost tiniku ¢astice z jamy je nenulova - vlnové funkcie za hranicou
jamy nie st celkom nulové (tzv. tunelovy jav).

i
4 |
[}
[}
1
0 L x
Obr. 7.12
L
/|q,|2 dr = 1. (7.29)
0
Pre potencidlnu energiu v uvedenom intervale plati V' = 0 a vSade inde je

nekonecne velka. Budeme teda riesit jednorozmerni, ¢asovo nezavisla Schrodin-
gerovu rovnicu v tvare:

. . h? d?
HU = EU, kde H=———_.
’ de 2m da2
Potom 2y
9
=+ h—TEnI: ~0. (7.30)

Rovnicu (7.30) mozZno zapisat v zndmom tvare pre diferencialnu rovnicu druhého
radu bez pravej strany:

v

2mE
dz? '

= —w?W, kde w= 2
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Jej rieSeniami su:

2mE 2mE
U= Asin/ —x, U= Bcos\| —au. (7.31)
h h

Okrajové podmienky vyzaduja, aby platilo ¥(0) = ¥(L) = 0. Dosadenim = = 0
do druhého rieSenia dostaneme B = 0 (pretoZe cos(0) = 1), takZze nenulové
ostéva iba prvé rieSenie z (7.31). Ak don dosadime x = L, vysledok musi byt
rovny nule, pretoZe v stene Castica byt nemoze, teda aj vinova funkcia tam musi
byt nulova:

2mFE
U,_;, = Asin %L =0.
KedZe A je rozne od nuly, musi byt nulova funkcia sinus, ¢o bude splnené, ak:
2mE
lL=nr n=123,..
h

Odtial pre energiu vyplyva:
B mh?

" omr2
E,, st energetické hladiny a n je kvantové €islo (tzv. hlavné), ktoré kvan-
tuje energiu. To teda znamenad, Ze Castica, ktorej pohyb je obmedzeny na Sirku
jamy a inak je volnd, nemoze nadobudatf Tubovolné hodnoty energie, nemdze
energiu menit spojite, nemoze mat ani nulovi energiu, ale jej energia moze mat
iba diskrétne hodnoty dané vztahom (7.32). Teda z okrajovych podmienok kla-
denych na vlnovu funkciu vyplyva kvantovanie energie.
Zo stvisu energie (energia ¢astice je jej kinetickou energiou) a hybnosti mozno
ziskaf vzfah pre kvantovanie hybnosti castice:

h
Pn =V2mE, = :l:%n.

(7.32)

Znamienko + vyjadruje pohyb v oboch smeroch osi z.

Priklad

Vypocitajme energetické hladiny pre:

a) elektrén s hmotnostou m = 9,1.1073! kg v jame sirky L = 1071% m,
b) gulocku hmotnosti m = 10 g v jame §irky L = 10 cm.

m2h2 9
n= 557
2mL2
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a) En =n?%.6.1071% J = 38 eV.n? (1leV = 1,602.107197)

n=1= FE; =38¢eV

n=2 = E2=152eV

n=3 = E3 =342V

Vsetky tieto energetické hladiny st pozorovatelné.

b) E, =n2.5,5.107%4 ]

E; =5,5.1075% J, rychlost ¢astice s touto energiou je v; = 3,3.1073! m/s, ¢o je
nerozoznatelné od pokoja.

Pre beZne pozorovatelni rychlost gulocky v, = 0,33 m/s dostaneme pre pri-
slusnt energeticktl hladinu kvantové ¢islo n = 103°. Tato hladina je nerozlisi-
telna od nasledujtcej hladiny, teda energetické spektrum gulocky sa javi nie ako
diskrétne, ale ako spojité.

Ak do (7.31) dosadime ziskané mozné hodnoty energie, dostaneme vlnové fun-
kcie, ktoré popisuju dané energetické stavy. Pre n-ty energeticky stav takto
mame:

U, = Asin %”z (7.33)

Vsimnime si, ze keby n = 0 (E,, = 0), potom ¥,, = 0, teda ¢astica v jame nie
je. Preto energia Gastice nemdze byt nulova.

Aby sme tlohu vyriesili, ostdva ur¢it hodnotu konstanty A. Ziskame ju aplikov-
nim normovacej podmienky (7.29) na vlastné vlnové funkcie (7.33):

L
nwx
AQ/siHQ—dac =1.
L

0
Aby sme vyriesili integrél, zavedieme substiticiu *7* = y, potom dz = L —=dy,
pricom hranice integrovania sa zmenia nasledovne =0 = y = 0 T =
L = y = nm a budeme mat:

2

- 2—1A2—1:>A\/7

Vysledné normované vlnové funkcie potom mozno pisat v tvare:

2
U, =1/ 7 sin %x (7.34)

nm
f gy = A1 [comygns ]
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AN AN R VA VAN
NS

Vo yo?

W yy?

x =0 x =L x =20 X =1L
Obr. 7.13

Na obrazku 7.13 st zndzornené priebehy vinovych funkcii a ich kvadratov v za-
vislosti od stiradnice x pre prvé tri najnizsie mozné energetické hladiny castice
n = 1,2,3. Ako uZ vieme, fyzikdlnu interpretdciu maju iba kvadraty vlnovych
funkcii. Ako je z obrazka vidiet, ¢asticu v najnizSom energetickom stave (n = 1)
najdeme najpravdepodobnejsie v strede jamy, kym v najblizSom vys$Som energe-
tickom stave (n = 2) tam ¢asticu nenajdeme vobec, zato najpravdepodobnejsie
ju ndjdeme v Stvrtine a troch Stvrtindch L. Ziskali sme vysledok odlisny od
predstav klasickej fyziky, podla ktorjch by sme ¢asticu v jame nasli s rovnakou
pravdepodobnostou v Tubovolnom mieste. Je treba si opét uvedomit, Ze vSetky
vysledky odlisné od klasickych predstav, ktoré sme ziskali pri rieSeni tohto prob-
lému, sa prejavuji a st meratelné iba v subatémovom svete.
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8 Atom

8.1 Uvod

Thomson bol v roku 1898 prvym, kto prisiel s myslienkou o struktire atému,
ktora zahftiala aj elektricky nadboj. Tvrdil, Ze atém je nepatrné gula, bez zv1ast-
nych znakov, ktora nesie kladny elektricky naboj. Aby bol atém navonok neut-
ralny, st v flom uloZené elektrény (ako hrozienka v koldéi), ktoré neutralizuji
jeho kladny naboj. Tato predstavu mozno pokladat za prvy model atému.

Po objaveni prirodzenej radioaktivity, Rutherford vyuzil « ¢astice, ktoré st mi-
moriadne tazké, na skiimanie vnitra atému. Priad « éastic nechal dopadat na

o - lice

Falia Florescenéna
vistva
Obr. 8.1

tenku zlatt féliu (Obr. 8.1) a na fotografickej platni sledoval stopy Castic, ktoré
presli féliou. Vicsina castic prechadzala féliou bez zmeny smeru, ale priblizne
1 z 8000 castic sa odchylila o 90 a viac stupniov. Teda niekde vo vnitri atému
(a zrejme iba v jeho velmi malej ¢asti) musi existovat koncentrécia hmotnosti
ovela vicSe] ako je hmotnost a dastice, s kladnym nabojom, ktord dokéze tito
Casticu odrazit spétf. V roku 1911 ohlasil Rutherford riesenie - svoj model
atému: cely kladny naboj a skoro celd hmotnost atému st ststredené v kom-
paktnom jadre v strede atému zaberajiicom iba asi 1/10'? z objemu atému a
elektrény obiehaji okolo neho po kruhovych drdhach podobne ako planéty okolo
Slnka (tzv. planetarny model atému), kde namiesto gravitacnej sily posobi
elekromagnetické pritazliva sila medzi kladnym jadrom a zépornymi elektrénmi.
Problém takéhoto popisu tkvel v tom, Ze zndme zdkony fyziky nedovolovali exis-
tenciu takéhoto atéomu, pretoze obiehajuci elektrén by neustalym vyzarovanim
elektromagnetického ziarenia stracal energiu, v dosledku ¢oho by sa v zlomku
sekundy zrutil do jadra.
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8.2 Bohrov model vodikového atému

Opisat atém pomocou klasickych fyzikdlnych predstdv sa nepodarilo. Tu neskor
zohrala tspesni tlohu kvantovéa mechanika, i ked exaktne je mozné riesit iba
najjednoduchsi vodikovy atom.

Vodikovy atém hral vzdy délezitu ulohu pri preverovani novych tedrii o Struk-
tire atémov pretoze:

e spektrum vodika patrilo k najznamejsim a boli najdené niektoré jeho za-
konitosti,

e kedZe je to najjednoduchsi atém, mozno ho najjednoduchsie matematicky
opisat’ a naslednym porovnanim teoretickych vysledkov s experimentom je
hned potvrdend alebo vyvratend predlozend tedria (v tomto zmysle bola
analyza atému vodika i previerkou kvantovej fyziky).

Atémy plynov pri excitacii (napr. zahriatim) vyzaruju elektromagnetické ziare-
nie iba urcitych frekvencii - majua ¢iarové spektrum.
V roku 1885 Balmer analyzoval vodikové spektrum (Obr. 8.2) a ukazal, Ze ¢iary

Emisné spektrum vodika

655 < A (nm) 485 433 409

Obr. 8.2

tvoria sériu a Ze plati jednoduchy vztah pre prevratent hodnotu ich vlnovych

dlzok: ) ) )
Zh (22 - nz) ’

kde n =3,4,5,... a R=1,097.10" m~! je tzv. Rydbergova konstanta.

V rémci klasickej fyziky sa ¢iarové spektrum nepodarilo vysvetlit.

V roku 1913 predlozil N. Bohr svoj poloklasicky model vodikového atému
zalozeny na troch postulatoch, kde prvykrat aplikoval na struktaru atému kvan-
tové hladiska. KedZe je zaloZzeny na postuldtoch, je to model, ale jeho vysledky
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presne sthlasia s experimentom (popisuji vodikové Giarové spektrum), ako aj
s exaktnymi kvantovomechanickymi vypoctami, ktoré boli pre vodikovy atém
neskor urobené, a kedze je velmi jednoduchy a nézorny, popiseme ho.

Ak si predstavime, Ze rozkmitame drotent slucku tak, ze jej obvod je celodisel-
nym nasobkom vlnovej dlzky vlnenia, ktoré sa bude sluckou sirif, vietky vlny
budi na seba hladko nadviizovat a keby nebolo odporu prostredia, iglo by o
netlmené stojaté vlnenie, ktoré by trvalo neobmedzene dlho (ak by obvod nebol
celodiselnym nasobkom vlnovej dlzky, doslo by k rusivej interferencii a vlnenie
by zaniklo).

Analogicky si mozeme predstavit, Ze ani elektrén v atéme nemoze obiehat okolo

Obr. 8.3

jadra po Tubovolnych drahach, ale iba po takych kruzniciach, ktorych obvod je
rovny celo¢iselnému nasobku de Broglieho vlnovej dizky elektrénu (Obr. 8.3):

27T, = nA,
kde A = ﬁ a n je prirodzené ¢islo, a teda po dosadeni mame:

h
munTry = n%,
kde m je hmotnost elektrénu, r,, je polomer n-tej drahy a v, je rychlost elektrénu
na tejto drahe.

Mozeme formulovat Bohrove postulaty:

1. Elektrén moze trvalo krazif okolo jadra len po takych kruhovych drahach,
kde velkost jeho momentu hybnosti je rovna celistvému nasobku % = h:

muy, Ty, = nh. (8.1)

2. Kym elektrén obieha po takejto kvantovej drédhe, atém nevyzaruje, jeho
energia je stéala.
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3. Pri prechode elektrénu z drahy, kde mal vyssiu energiu, na drédhu, kde
ma& nizsiu energiu, vyziari atéom fotén, ktorého energia je rovna rozdielu
energii elektréonu:

hf =FE, — E, n > k.
Opacny prechod je mozny iba pri dodani energie.

Elektréon sa pohybuje v elektrostatickom poli kladného jadra po kruhovych
drahach konstantnou rychlostou, takZe coulombovskd sila je dostredivou silou.
Podla 2. Newtonovho zdkona plati:

man = F€7
2 2
mu, e (8.2)
T degrd’

kde e je ndboj elektrénu (kladné jadro ma nédboj rovnakej velkosti ako elektrén).
Rovnice (8.1) a (8.2) tvoria ststavu dvoch rovnic pre dve nezname r, a v, a
ich rieSenim dostdvame pre polomery pripustnych drah a prislusné obvodové
rychlosti:

€0h2 9 62 1

T = n y v = —. 83
" we?m " 20hn (8.3)
Ak do predchadzajtcich vyrazov dosadime n = 1, dostaneme polomer prvej
drahy elektrénu vo vodikovom atéme a rychlost na nej: r; = 0,53.107%m,

vy = 2,188.105m/s.

Aby sme mohli porovnat vysledky ziskané pomocou tohto modelu s experi-
mentalnymi vysledkami, ktoré nameral Balmer, spocitame energiu elektrénu na
dovolenych dréahach. Celkova energia elektrénu je sactom jeho kinetickej a po-
tencidlnej energie (nerelativistickej, pretoze rychlosti, ktorymi sa pohybuje, st
stale ovela mensie ako rychlost svetla), kde:

4
Ekn = }mvi = TQne
2 8egh?n?

je kineticka energia (za v, sme dosadili z (8.3)) a potencidlnu energiu dostaneme
ako zéporne vzatl pracu sil elektrostatického pola potrebnti na prenesenie elek-
trénu z nekonecna do vzdialenosti 7, od jadra:

62 me4

E = — —
P dregrs, 4e2n2n2’
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ked za r,, sme opét dosadili z (8.3).
Pre celkovil energiu teda mame:

me4

En = Bin + Bpn = g3 3

(8.4)

Energie dané vztahom (8.4) sa nazjvaji energetické hladiny vodikového atému
a st znazornené na obrazku 8.4.
Zaporna hodnota energie znamené viazany stav elektréonu v silovom poli

vol'ny
elektrén

energia J
n=o
n=1=—"—@ _087.10"
excitované =4 —1,36. 101:
stavy =3 —2,42.10
n=2 —5,43.10"
~y
zakladny I
stay n=1——M_—2176.10"
Obr. 8.4

jadra, teda elektrén je v atéme. S rastom n bude energia narastaft, az pri n — oo
energia sa bude blizif k nule, elektrén prestane byt viazany v atéme, stane sa
volnym.

Teraz vyuzijeme 3. postulat a vypoéitame prevratenti hodnotu vlnovej dizky
fotonu, ktory sa vyziari pri preskoku elektrénu z vyssej energetickej hladiny n
na nizsiu hladinu k.

C
hf:En*Eka f:Xa

1 me* 1 1

=" (=), 8.5

A 8edhdce <k‘2 n2> (8:5)
Zlomok pred zatvorkou na pravej strane vyrazu (8.5) je Rydbergova konstanta

R a dostavame sthlas s vysledkom Balmerovho pozorovania ak za k dosadime
2. Ide teda o preskoky elektrénov z 3., 4., 5., ... energetickej hladiny na druht,
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pri ktorych sa vyzaruju fotény z viditelnej oblasti elektromagnetického Ziare-
nia, takZe tato, tzv. Balmerova séria tvori viditeIn oblast vodikového spektra.
Vodikové spektrum obsahuje aj dalsie série, ktoré vznikaju pri preskokoch elek-
trénov z vyssich energetickych hladin na prvi (k = 1) - Lymannova séria, na
tretiu (k = 3) - Paschenova séria, atd., ktoré ale spadaja do oblasti ultrafialo-
vého (Lymanova séria) alebo infraderveného ziarenia (k > 2). Popisané série st
znézornené na obrazku 8.5.

n=o0w—> E=0
n=5—> - YVV
”:‘3‘ VYV |
n=
1l /
hrana série energia
n:] YVYVY

| G N N —
Lymanova Balmerova Paschenova
séria séria séria

Obr. 8.5

8.3 Vysledky kvantovomechanického popisu vodikového
atéomu

Vodikovy atém ako atém najjednoduchsi sa da riesit exaktne - rieSenim trojroz-
mernej ¢asovo nezavislej Schrédingerovej rovnice, ktord méa tvar:
h2
——AV+VV = FEV,
2m

2

kde V = <

" 4meor
Riesenie tejto rovnice je matematicky narocné a preto uvedieme iba najdolezi-

tejsie vysledky.
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Kvantovanie energie a momentu hybnosti.
Pre energetické hladiny dostavame zhodny vysledok s vysledkom Bohrovho mo-
delu A
me* 1

En:78€%7h2ﬁ, n:1,2,3, .....
kde n je hlavné kvantové ¢Eislo.
S pohybom po kruznici je spojeny mechanicky moment hybnosti, ktory podobne
ako energia, je tiez kvantovany. KedZe moment hybnosti je vektor, je kvantované
jeho velkost i smer. Velkost momentu hybnosti je kvantovana:

L=+I(+1)h,

kde I =0,1,2,...,(n — 1) je tzv. vedlajSie kvantové é&islo.

Kvantovanie smeru vektora momentu hybnosti sa prejavi, ak je atém ulozeny
v magnetickom poli. Vektor momentu hybnosti méZe mat len urcité smery v
priestore, teda jeho priemet do smeru magnetického pola je kvantovany:

Lcosty = myh,

m; = 0, £1, £2, ..., £[ je magnetické kvantové ¢islo a uhol ¥ je uhol medzi
vektorom momentu hybnosti a vektorom indukcie magnetického pola.

Kvantovanie momentu hybnosti sposobi, ze kazda hlavna energetickd hladina
sa rozStiepi na niekolko blizkych podhladin podla vedlajsieho a magnetického
kvantového ¢isla (tzv. Supky: s (I =0),p (I =1),d (I = 2),...), o sa experi-
mentalne pozoruje ako rozstiepenie spektralnych ¢iar v emisnom spektre vodika.

Spin elektronu.

V emisnom spektre vodika sa vsak pozorovalo dalsie Stiepenie ¢iar, ¢o v roku
1925 viedlo Goudsmita a Uhlenbecka k vysloveniu hypotézy, podla ktorej ma
elektrén aj vlastny, vnitorny moment hybnosti - tzv. spin, nezavisly na jeho
pripadnom orbitdlnom momente hybnosti, a urcity magneticky moment s nim
spojeny. Mali tym na mysli klasicky obraz elektrénu ako nabitej gulocky rotu-
jacej okolo svojej geometrickej osi a s touto rotaciou spojeny vlastny moment
hybnosti (spin) a magneticky moment so spinom spojeny. Predstava elektrénu
ako rotujicej nabitej gulocky je ale sotva v stlade s kvantovou fyzikou. V roku
1928 sa Diracovi v rdmci relativistickej kvantovej mechaniky podarilo ukazat, ze
dastica s nabojom a hmotnostou elektrénu musi mat préve taky vlastny moment
hybnosti a magneticky moment ako jej pripisali Goudsmit a Uhlenbeck.
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K popisu spinového momentu hybnosti elektrénu sa uziva spinové kvantové ¢islo
s, ktoré ako vyplyva z Diracovej tedrie, moze nadobudat jedind hodnotu s = 1/2.
Tento zaver je v stulade aj so spektralnymi pozorovaniami. Podobne ako stvisi
orbitalny moment hybnosti L s vedlajsim kvantovym ¢&islom [, stvisi aj spinovy
moment hybnosti S so spinovym kvantovym ¢islom s:

S=+s(s+1)h= ?h.

Rovnako ako vektor orbitdlneho momentu hybnosti moze mat v magnetickom
poli 2[+1 orientécii od —I do 4+, mdze mat i vektor spinového momentu hybnosti
2541 = 2 orientacii popisanych hodnotami my = 1/2. Préave 2s+1 = 2 moznych
orientéacii spinu je v stilade s experimentalnymi pozorovaniami spektier, kde
sa ukazalo, ze povodne predpokladany jediny stav je v skutocnosti dvojicou
stavov (priestorové kvantovanie spinu elektrénu). Potom z-ova zlozka spinového
momentu hybnosti je uréend spinovym magnetickym kvantovym ¢islom myg:

S, = msh,

kde m, = j:%.

8.4 Viacelektréonové atéomy

Zakladna konfiguracia vodikového atému znamenad, Ze elektrén je vo svojom naj-
nizSom kvantovom stave. Aké st ale zakladné konfiguracie zlozitejSich atémov?
Su snad vsetky elektrény natlacené v najnizSom kvantovom stave? O neprav-
depodobnosti takejto hypotézy sved¢i napriklad velky rozdiel chemickych vlast-
nosti prvkov, ktorych atémova struktara sa 1isi iba o jediny elektrén. V roku
1925 z pozorovani atémovych spektier objavil Pauli zakladny princip, ktory
spliiaju viacelektrénové konfiguracie - tzv. vylucovaci princip. Tento princip ho-
vori, Ze v atéme nemdzu existovat dva elektrény, ktoré by mali vSetky Styri
kvantové ¢éisla (n, I, m;, ms) rovnaké, teda musia sa lisit aspoti jednym kvanto-
vym ¢islom.

Elektrénové konfiguriacie mnohoelektrénovych atémov st uréené dvomi zaklad-
nymi pravidlami:

1. Systém castic je stabilny, ak je celkovd energia minimalna.

2. Plati Pauliho vylucéovaci princip - v kazdom jednotlivom kvantovom
stave moze v atéme existovat iba jeden elektrén.
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Atomové vrstvy si energetické hladiny obsadené elektrénmi s rovnakym hlav-
nym kvantovym éislom n. Oznacuju sa velkymi pismenami abecedy poc¢inajic
K:

n= 1 2 3 4 5
K L M N O

Energie elektrénov v danej vrstve sa mierne lisia, lebo zavisia od dalsich kvan-
tovych ¢isel [, m; a ms. S rasticim kvantovym c¢islom [ energie elektrénov rasti,
zévislost energie od m; a my je pomerne slaba.

Elektrony, ktoré maji v danej vrstve totozné vedlajSie kvantové ¢islo [, tvoria
jednu podvrstvu - orbital, ktora sa oznacuje malym pismenom abecedy:

l= 0 1 2 3
S p d f

Zapis elektrénovej konfiguracie (napr. pre sodik) potom bude:
152, 252, 2p5, 3st.

Kazdé podvrstva je dand svojim hlavnym kvantovym éislom (n = 1,2,3), za
nim nasleduje pismeno odpovedajice orbitalnemu kvantovému ¢islu podvrstvy.
Horny index za pismenom udéava pocet elektrénov v danej podvrstve. Napr.,
atém sodika teda obsahuje v podvrstvach 1s (n =1,1=0) a2s (n =2,1=0)
po dva elektrény, v podvrstve 2p (n = 2, ] = 1) Sest elektrénov a v podvrstve
3s (n = 3,1 =0) jeden elektrén.

Désledkom Pauliho vylucovacieho principu je obmedzenie poctu elektrénov v
atéomovej vrstve. Pre vrstvu s hlavnym kvantovym ¢islom n:

1
[=0,1,2on—1  my=0+L%2 % mg=.

Maximalny pocet elektronov v tejto vrstve potom bude:

n—1 n—1

N=) 20Q+1)=) 4+2=
=0

=0

(4(n—1)+2+4.0+2) =2n>

|3

Ak napiSeme chemické prvky v poradi podla ich atémového ¢isla (pocet elek-
trénov), opakuju sa prvky s podobnymi chemickymi a fyzikdlnymi vlastnostami
v pravidelnych intervaloch, pretoze zavisia od periodicky sa opakujiiceho po-
¢tu elektrénov vo vonkajsej vrstve (1 - 8). Toto empirické zistenie, zndme ako
periodicky zakon, prvykrat formuloval Mendelejev v roku 1869.
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9 Jadro atomu

9.1 Uvod

Z pozorovani radioaktivnych latok vyplynulo, Ze aspori niektoré jadra musia mat
vnitornt struktiru, teda musi ich tvorit stbor este jednoduchsich ¢astic.
KedZe uz bolo zname, Ze jadro atému je nositelom celého jeho kladného naboja,
fyzici sa snazili ndjst najmensiu kladne nabita ¢asticu, akysi "kladny elektrén”.
To sa podarilo Rutherfordovi, ktory nasiel najmensiu kladnt casticu s hmotnos-
tou skoro rovnou hmotnosti atému vodika, muselo teda ist o vodikové jadro. Jej
elektricky ndboj sa presne rovna naboju elektrénu, ale je kladny a jeho hmotnost
proton (z gréétiny: prvy), pretoze je najlahsia a tvori jadro prvého prvku peri-
odickej tabulky - vodika.

Jadré, ktoré je mozné pokladat za hlavna éast atémov, sa vzajomne lisia svojou
hmotnostou a velkostou kladného naboja, ktord sa da vyjadrif ako n-nasobok
elementarneho naboja. Moseley prisiel s myslienkou, Ze ¢islo n sa pri kazdom
posune v periodickej tabulke prvkov o jeden prvok dalej zvySuje o jednotku.
Vodik - prvy prvok v tabulke, méa jadro, ktoré tvori jediny protén, teda n=1,
pre hélium - druhy prvok, n=2, nasledujici prvok - litium ma n=3, atd. Cislo
n nazval Moseley atémovym ¢&islom prvku (dnes sa uziva nazov proténové
¢éislo)a oznacuje sa Z. Ak usporiadame prvky podla ich rasticeho atémového
¢isla, bude kazdy prvok bez vynimky v jemu prislusnej skupine Mendelejevove;j
periodickej tabulky prvkov a ak majia dva prvky atémové ¢isla liSiace sa o jed-
notku, nemédze medzi nimi existovat ziaden dalsi dosial neznamy prvok. Coskoro
bolo tiez zrejmé, ze tak ako zaporné elektrické naboje st presnymi nasobkami
naboja elektrénu, vsetky kladné naboje st presnymi ndsobkami ndboja proténu.
Aby sme dostali vysledok zhodny s pozorovanim, je treba okrem proténov este
uvazovat v jadre ¢astice, ktoré maji hmotnost ako protén, nulovy naboj a polo-
¢iselny spin. Pre takuto elektricky neutralnu casticu sa ujal ndzov neutron. K
objavu neutréonu doslo v roku 1932. Tym bola vyrieSena otézka zlozenia jadra -
jadro sa sklada z proténov a neutrénov.

9.2 Hmotnost jadra, vizbova energia

Pocet proténov v jadre sa vyjadruje proténovym (atémovym) ¢islom Z, pocet
vSetkych castic jadra - teda proténov a neutrénov, ktoré sa jednym slovom
nazyvaji nukleény (nukleus - jadro), sa vyjadruje hmotnostnym c¢islom A.
Ak pozndme hmotnosti proténu a neutrénu - m,, m,, hmotnost jadra m;
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vypocitame:
Zmp+(A— Z)m,, = mj, (9.1)

kde rozdiel A — Z urcuje pocet neutrénov v jadre.

Takto vypocitani hodnotu potom mozno porovnat s nameranou hodnotou hmot-
nosti jadra. Na meranie hmotnosti nabitych castic, a teda i atémovych jadier,
sltzi tzv. hmotnostny spektrometer. Jeho schéma je na Obr. 9.1. Dvojica Str-

| | Idroj ionov
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Stbina ===
X X
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X
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X X X X X
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Obr. 9.1

bin kolimuje zviizok kladnych iénov (jadier), aby vsetky leteli v jednom smere,
potom jadra prechadzaju filtrom rychlosti. Ten sa vytvara homogénnymi elek-
trickymi a magnetickymi polami, pri¢om vektor intenzity elektrického pola a
vektor indukcie magnetického pola st na seba kolmé a st kolmé i na zvéizok i6-
nov. Elektrické pole s intenzitou velkosti E posobi na zviizok s ndbojom ¢ silou
velkosti gF a magnetické pole s indukciou velkosti B silou velkosti Bqu, kde v
je rychlost kladnych iénov. Smery sil sii opacné, ¢im sa dosiahne, Ze k Strbine
na druhom konci filtra déjdu iba iény, ktoré sa nevychylili a tak vSetky maju
rovnaku rychlost, pre ktort z rovnosti velkosti sily elektrického a magnetického
pola mame v = %. Prejduc strbinou, iény vojda do homogénneho magnetického



9.2 Hmotnost jadra, vizbova energia 121

pola s indukciou kolmou na smer ich rychlosti a budi sa teda pohybovat po
kruhovych drahach, ktorych polomer (z podmienky rovnosti dostredivej a mag-
netickej sily) je rovny R = %. KedZe ¢, B a v pozndme, umoziiuje meranie R
ur¢it hmotnost m iénu.

Presné merania hmotnosti jadier ukazali, ze ich hmotnost m je vzdy mensSia,
ako je hmotnost vypocitana podla (9.1) a

Zmp+(A— Z)m, —mj = Am,

je tzv. hmotnostny schodok.
Zo Specidlnej tedrie relativity si pamitame ekvivalenény vztah medzi energiou
a hmotnostou, takze hmotnostnému schodku bude prislichat energia:

AE = Amc>.

Tato energia je spotrebovand na to, ze jadro drzi pokope, je to tzv. vizbova
energia. Sila, ktora drzi spolu kladné protény a elektricky neutralne neutréony
musi byt silnejsia ako je elektrostatické odpudzovanie medzi proténmi, je to
jedna zo zékladnych sil - interakcii v prirode, tzv. silna sila. Ako hovori jej
nazov, je to najsilnejsia sila v prirode, ale méa velmi kratky dosah, prave taky,
ako je rozmer jadra, takze ak opustime jadro, tato silu uz nepozorujeme. Pri
urcovani rozmerov jadra (pomocou rozptylovych experimentov s elektrénmi,
podobnych Rutherfordovimu s « Casticami) sa zistilo, Ze objem jadra je vidy
umerny poctu nukleénov, ktoré obsahuje, t.j. hmotnostnému ¢islu A. Ak je
polomer jadra R, objem je (4/3)7R® a R® je tak timerné A. Tento stvis sa
obvykle uvadza v opa¢nom tvare:

R = RyA'Y/?, Ro~1,3.10""°m.

Polomery jadier maja velkost radovo 1071° az 10~!* m, ¢o je aj dosah silnej
interakcie.

Zo znédmych hodnét hmotnosti jadra a jeho rozmerov mézeme vypocitat hustotu
jadrovej hmoty ako podiel hmotnosti a objemu. Vychadza ¢islo rddu 1017 kg /m?,
¢o je obrovska hustota.

Vratime sa teraz k vizbovej energii, bude nas zaujimat jej velkost. Najprv za-
vedieme niektoré nové jednotky, ktoré sa pouzivaju v mikrosvete. Unifikovana
hmotnostnd jednotka u je 1/12 hmotnosti jadra uhlika 12C, 1u = 1,66.10727 kg.
Jednotkou energie je 1 elektrénvolt a jeho nasobky. Elektrénvolt je energia, ktora
ziska jeden elektrén, ak v pozdiznom elektrostatickom poli prejde medzi dvomi
bodmi, medzi ktorymi je potencidlovy rozdiel jeden volt, 1leV = 1,602.10719].
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Obr. 9.2

Pouzivaji sa nasobky napr. 1 MeV = 10% eV. Energia odpovedajiica jednej uni-
fikovanej hmotnostnej jednotke F(1lu) = m(lu)c® = 938,1 MeV. Na Obr. 9.2
je zavislost viizbovej energie pripadajicej na jeden nukleén jadra od hmotnost-
ného ¢isla. Z tohto obrazka je vidiet, Ze velkost viizbovej energie pripadajicej
na jeden nukleén narastd az po nasytenu hodnotu, ktori nadobudne pomerne
rychle, a ma hodnotu asi 8 MeV. Takouto energiou je v priemere drzany v jadre
jeden jeho nukleén. Ak tato energiu prepocitame do jednotiek SI, dostaneme
hodnotu 8.10'* J/kg, pri¢om napr. teplo ziskané spalenim 1 kg benzinu je asi
miliénkrat mensie.

9.3 Prirodzena radioaktivita

Prirodzenda radioaktivita (rddioaktivna premena) je jav, kedy sa prvok samo-
volne meni na iny prvok, teda meni sa aspon jedno z ¢éisel A a Z. Vieme, Ze
st dva druhy radioaktivity - a a §. Pri a radioaktivite st z jadra vyzarované
jadra hélia, ktoré sa skladaji z dvoch proténov a dvoch neutrénov, teda v tomto
pripade sa meni aj hmotnostné ¢islo - zmensuje sa o 4, aj proténové ¢islo, ktoré
sa zmensuje o 2:

24X — 473Y +5He
0 radioaktivita je:
1. Premena neutrénu v jadre na protén:

n—p+e +7,
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ktord musi byt sprevadzand vznikom zépornej castice, aby bol splneny
zakon zachovania naboja. Tou Casticou je elektrén. Naviac, ako sa ukézalo
z energetického rozdelenia, musi tu vznikaf este jedna Castica, ktora undsa

energiu, a tou je neutralne antineutrino. V tomto pripade hmotnostné ¢islo
sa nemeni a proténové vzrasta o 1.

2. Premena proténu v jadre na neutrén:
+
p—n+e’ +v,

pri¢om vzniké anticastica elektrénu - pozitrén a neutrino. Opét sa hmot-
nostné ¢islo nemeni a proténové ¢islo teraz klesa o 1.

Stretli sme sa tu s anticasticami. Anti¢astice maji rovnakii hmotnost a spin
ako ich odpovedajuce castice, ale majii opacny ndboj a niektoré dalsie vlastnosti
popisané kvantovymi ¢islami, o ktorych sme nehovorili. Prvykrat ich teoreticky
predpovedal Dirac v 30. rokoch, ked riesil Schrédingerovu rovnicu pre relativis-
ticky elektrén - tzv. Diracovu rovnicu, a ziskal pre energiu (a teda aj hmotnost)
dve riesenia, jedno z nich zaporné a toto pripisal existencii anticastic. Ked sa
stretne Castica so svojou anticasticou, déjde k ich anihilacii, to znamena, Ze ¢as-
tice prestani existovat a vznika energetické elektromagnetické Ziarenie. Deje sa
to presne v zmysle Einsteinovej relativistickej rovnice E = mc?, ktora vyjadruje
ekvivalenciu medzi hmotnostou a energiou.

Radioaktivna premena sa vyznacCuje eSte nie¢im novym - nie je zan zodpo-
vednd ziadna zo zékladnych interakcii, o ktorych sme hovorili doteraz, ale dalsia
- Stvrtd a poslednéd zo zékladnych sil prirody - tzv. slaba interakcia. Tato
interakcia je slabsia ako silnd i ako elektromagnetické (preto jej ndzov) a ma ex-
trémne kratky dosah, este kratsi ako silné. Je v prirode zodpovedna za rozpady.
Radioaktivna premena je dej, ktory sa tyka mikrosveta - jadra atému, teda sa
tu stretdvame s javom, ktory sa d4 popisat len podla kvantovej mechaniky. To
znamend, ze budeme vedief vypoditat iba pravdepodobnost toho, Ze sa dané
jadro v danom cCase premeni.

Za elementarny casovy interval dt z povodnych N jadier ubudne premenou dN
jadier, takZze mozno pisat:

—dN = ANd¢,

kde A je charakteristika daného radioaktivneho prvku, tzv. konstanta pre-
meny. Integrovanim tohto vztahu od povodnych Ny jadier na zac¢iatku merania
po koneény pocet N nepremenenych jadier v ¢ase t dostavame zakon premeny
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v tvare:
_ —At
N = Nge™ .

Konstanta A vyjadruje pravdepodobnost, Ze sa jadro premeni za jednotku ¢asu.
In4 konstanta radioaktivnej latky je jej doba polpremeny T}/, - je to taky
Casovy interval, pocas ktorého sa premeni prave polovica pévodného mnozstva
latky:

odkial mame stvis doby polpremeny s konstantou premeny:

Takze napr. ak mame radioaktivnu latku s pol¢asom premeny 5 hodin, to zna-
mend, ze kazdé jadro ma 50% pravdepodobnost, Ze sa premeni pocas 5 hodin
a polovica pdvodného poctu jadier sa za 5 hodin premeni, za dalsich 5 hodin
je to podobné - opit sa premeni polovica nepremenych jadier (teda za 10 ho-
din sa premenia nie vSetky jadrd, ale iba 75% povodnych jadier). Treba si na
tomto mieste eSte uvedomit, ze kazdé nepremenené jadro mé v tomto pripade
50% pravdepodobnost premeny, ale Ze v ziadnom pripade o konkrétnom jadre
nevieme povedat, ¢i sa premeni alebo nie - to je t4 ”principidlna” pravdepodob-
nost z kvantovej mechaniky.

9.4 Jadrové reakcie

Kym chemické reakcie s interakcie atémov a molekiil, pri ktorych sa premiest-
nuju elektréony, radioaktivne premeny, ako sme videli, znamenaji emisiu ¢astic z
jadra alebo zmenu povahy Castic vo vnutri jadra. Takéto deje sa nazyvaju jad-
rové reakcie a odohréavaju sa pri nich ovela intenzivnejsie energetické zmeny
ako pri chemickych reakcidch. Rédioaktivita je samovolna jadrova reakcia. Je
dost mozné, Ze keby nebolo asponi niekolkych samovolnych jadrovych reakcii,
ktoré sa odohravaju bez akéhokolvek Iudského podnetu ¢i zdsahu, nikdy by sme
neboli prisli na existenciu takychto javov. Prvym, kto vyvolal jadrovii reakciu v
laboratériu bol Rutherford. Sposobil premenu dusika (A = 14), ktory sa zlaéil
s nalietavajicim héliom (A = 4) a vznikol tak kyslik (A = 17) a vodik (4 = 1).
Tato reakcia bola zviditelnend pomocou hmlovej komory - prvého drahového
detektora castic, kde elektricky nabité castice zanechavaju stopu, pretoze po-
zdl7 ich drahy vznikaju v nasjtenej pare kvapocky.
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Stiepenie jadier a syntéza jadier. Pokles krivky viizbovej energie pri vyso-
kych a nizkych hmotnostnych ¢islach (Obr.9.2) mé velmi dolezité dosledky. Jej
pokles pri vysokych hmotnostnych ¢islach hovori, ze nukleény st k sebe viac via-
zané, ak st rozdelené v dvoch jadrach so stredne velkymi hmotnostnymi ¢islami,
nez ako keby boli vSetky spolu v jednom jadre s vysokym hmotnostnym ¢islom.
To znamend, ze ak sa jedno jadro s vysokym hmotnostnym c¢islom rozstiepi
na dve jadrad - fragmenty so stredne velkymi hmotnostnymi ¢islami, moze sa
uvolnit energia. Toto je dovod Stiepenia jadier. Uvolnenti energiu mozno vyuzit
v jadrovych reaktoroch produkujacich energiu, ktord dnes uspokojuje znacni
Cast svetovej spotreby energie. Problematicka je ale otdzka bezpecnosti (znacné
obavy vyvolali havarie v jadrovych elektrarniach, najmé ¢ernobylskd havéria v
roku 1986) a otdzka likvidicie odpadu - $tiepnych produktov, ktoré st nebez-
pecne radioaktivne. Ako prirodzena radioaktivita, tak aj jadrové Stiepenie sa
tyka jadier s velkymi hmotnostnymi ¢islami, ktoré sa menia na jadra so stredne
velkymi hmotnostnymi ¢islami a viicsou stabilitou, pricom tbytok hmotnosti sa
meni na energiu, ktord je uvolilovana. Ak sa ostreluje jadro urdnu (A = 235)
pomalym neutrénom, z kazdého rozstiepeného jadra sa uvoliiuju dva, tri pomalé
neutrény, ktoré potom Stiepia dalSie jadra urdnu a dochédza takto k retazovej
reakcii, pri ktorej sa uvoltiuje ovela viac energie ako pri prirodzenej radioakti-
vite. Vazbova energia na nukleén fragmentov je asi 8,5 MeV, vizbova energia na
nukleén povodného jadra je 7,6 MeV. Rozdiel energie pre jeden nukledn je teda
0,9 MeV, ¢o je pre priblizne 240 nukleénov 216 MeV. Priblizne takato energia
sa uvolni pri $tepeni jedného jadra uranu.

Pokles krivky pri nizkych hmotnostnych éislach hovori, Ze moze byt tiez uvol-
nené energia v pripade, ak z dvoch jadier s nizkym hmotnostnym ¢islom faziou
vznikne jedno jadro s vi¢sim (stredne velkym) hmotnostnym éislom (t.j. pri vy-
sokej teplote splynt v jedno jadro). Aj tento jav predstavuje premenu smerom
k jadram so stredne velkymi hmotnostnymi ¢islami a s viiéSou stabilitou. Aj
tu klesa celkovd hmotnost a uvoltiuje sa energia. Pozrime sa na to na priklade
jadra deuterénu (tazky vodik - A = 2, jeden protén, jeden neutrén), ktory sa
spoji s dalsim deuterénom a vytvori jadro hélia (A = 4, dva protény a dva neut-
rény). Hmotnost deuterénu je 2,014 hmotnostnych jednotiek, dvoch jeho jadier
je 4,028. Hmotnost hélia, ktoré ma zvlast silna vizbu, je iba 4,0026 u. Strata
hmotnosti pri zludeni je teda 0,0254 u, ¢o je 0,63% podvodnej hmotnosti dvoch
jadier deuterénu, kym pri Stiepeni uranu-235 vzniké strata len 0,056% povod-
nej hmotnosti. Z urcitej hmotnosti deuterénu moze teda syntézou vzniknut asi
11-krat viac energie ako Stiepenim urdnu rovnakej hmotnosti.

Ukazalo sa, ze energia vznikajuca jadrovou syntézou, mé zasadny vyznam pre
pochopenie Vesmiru. Vo vicsine hviezd neustale prebieha syntéza vodika, ktora
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moze slazit ako zdroj energie pocéas miliard rokov.
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10 Elementarne castice a sily, ktoré na ne po6so-
bia

10.1 Ako sa skiuma mikrosvet

Pri skiimani mikrosveta prechaddzame do rozmerov mensich ako 10~ '4m, ktoré
st primalé na to, aby sme ich mohli priamo pozorovat nasimi zmyslami, preto
si najprv povieme nieco o spdsoboch skiimania tychto oblasti. Zakladny spdsob
predstavuje Rutherfordov pokus ostrelovania tenkej kovovej félie o Casticami.
Aby zistil $truktiru atému, musel sa Rutherford ,pozriet“ do jeho vnitra a
pouzil na to malu ¢asticu s dost velkou energiou, ktortt mal k dispozicii z radi-
oaktivneho rozpadu. Teda princip je taky, Ze terc¢ik, ktory je v pokoji, sa ostre-
luje nalietavajiicou Casticou, ktora akoby bola vystrelena z nejakého praku.
Plati pritom pravidlo, ze do éim mensich rozmerov sa chceme dostat, tym vicsiu
hybnost musi mat ,strela“. Toto vyplyva z Heisenbergovych relacii neurcitosti,
pomocou ktorych mozeme ziskat velmi jednoducho niektoré zaujimavé odhady.
Pre neuréitost polohy a hybnosti plati savis: ArAp > fi. Za neurcitost hybnosti
mozno uvazovat rozdiel hybnosti nalietavajicej a odrazenej ¢astice - tzv. prenos
hybnosti. Potom na sktimanie oblasti ¢oraz mensSich rozmerov r > Ar potrebu-
jeme odpovedajico Coraz viiCSie prenosy hybnosti Ap > % Ak teda chceme sku-
mat atém (r ~ 1071%m), potrebujeme prenos hybnosti Ap ~ 0,000002 GeV /c,
pre Stadium struktary jadra (r ~ 1071%m) uz potrebujeme prenosy hybnosti
Ap =~ 0,2 GeV/c a ak chceme zistovat strukttru nukleénu (r ~ 10~%m), je
potrebngch (2 — 3) GeV/c. Teda ¢éim je vaési rozdiel hybnosti, tym mensie
oblasti priestoru mozeme skiimat.

K realizacii potrebujeme dve zékladné veci - mat dostato¢ne rychlu nalietava-
jacu Casticu (s dostato¢ne velkou hybnostou) a zariadenie, pomocou ktorého
budeme moct nejakym spdsobom sledovat, ¢o sa udialo, ked nalietavajtca ¢as-
tica zasiahla tercik.

Na urychlovanie nalietavajicich ¢astic slizia urychlovade. Podla tvaru drahy,
pozdlz ktorej je Castica urychlovana, sa delia na linedrne a kruhové. Elektricky
nabité Castice sa v nich urychluju pri prechode pozdlznym elektrostatickym po-
Tom. V réntgenovej trubici (1895) boli elektrény urychlené potencidlom okolo
1000V. Ked sa elektrény spomalili dopadom na antikatédu, emitovali elektro-
magnetické Ziarenie (tento jav sa vyuziva v televiznej obrazovke). Ak sa trubica
predlzi, elektrény mozu byt urychlované pozdlz celej jej dizky na vyssie energie
(linearny urychlovad). Sti¢asné technoldgie umoziuju zvysit energiu elektrénu
asi 0 7 MeV na kazdy meter trubice. Napr. linearny urychlova¢ v Stanforde v
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Kalifornii je dlhy 2 mile a elektrény tak mozu byt urychlené na energiu nad 20
GeV. Takéto elektréony moézu ,skimat® vnitornu Struktiru proténov.
KedZe protény su fazsie ako elektromy, ich urychlovanie na vyssie energie si
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Obr. 10.1

vyzaduje vicsie vzdialenosti, pozdlz ktorych méze urjchlovacia sila posobif.
Lawrence urychlil protény pozdlz drahy tvaru kruznice (kruhovy urychlovag).
Magnetické pole zakrivovalo ich drahu pozdiZz jednej polkruZnice a elektrické
pole na prechode medzi polkruznicami ich linedrne urjychlilo, potom ich draha
bola opit zakrivend magnetickym polom pozdlz druhej polkruznice. Protény
takto mnohokrat obiehali az sa urychlili na energie okolo 1 MeV. Toto klasické
zariadenie sa nazyva cyklotrén Obr.10.1 .

Co sa tyka zariadeni - tzv. detektorov, pomocou ktorjch méZzeme , pozorovat*,
¢o sa udialo (ivodzovky st tam preto, aby sme si uvedomili, Ze v Ziadnom pri-
pade ni¢ nepozorujeme priamo, ale skimame iba nejaké stopy, ktoré zanechali
Castice). V drahovom detektore sa zviditelfiuje draha nabitej ¢astice. Prvym
drdhovym detektorom bola hmlova komora, dalsim drdhovym detektorom,
ktory umoznil mnoZstvo vyznamnych objavov, je bublinova komora. V nej
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Obr. 10.2

je dréha castice zviditelnena bublinkami, ktoré vznikaji v prehriatej kvapaline
(Obr. 10.2). Nabité castice pozdlz svojej drahy ionizuji atémy kvapaliny, ktoré
sa stdvajui zarodkami bubliniek (varu). Ked tieto bublinky narasti do pozorova-
telnej velkosti, celd komora sa fotografuje viacerymi fotoobjektivmi a na filmoch
ostane zachovana rovinna informéacia-priemety skutocnej drahy castice do viace-
rych rovin, z ktorych sa potom urcia parametre dréhy Gastice v priestore (napr.
krivost, dlzka drahy). Cel4 komora je ulozena v magnetickom poli, ktoré sposobi,
ze dréhy castic (v8etky maju elektricky naboj) sa zakrivia. Zo smeru zakrivenia
sa urci, ¢i Castica nesie kladny alebo zaporny elektricky ndboj a z jeho velkosti,
ktora je nepriamo timernd hybnosti ¢astice, je mozné ziskat hybnost. V pripade,
Ze nalietavajlca Castica sa zrazila s ¢asticou kvapaliny - ter¢ikom a interagovala
s nou, je na filmoch zachovand informécia o interakcii, ktord sa dalej spraciva
az po fyzikalny vystup - aké castice vznikli a aké maja vlastnosti. Je treba si
uvedomit, Ze bublinova komora poskytuje sice tiplnt informéciu o interakcii, ale
cely postup spracovania az po fyzikalny vystup, kde je treba ziskat dostatoéne
vysoku Statistiku, je ¢asovo velmi narocny.

V stiéasnosti sa pouzivaji kombinované drahové a elektronické detektory
(Obr. 10.3), ktoré umoziuju efektivne studovat aj velmi zriedkavé javy.



130 10 ELEMENTARNE CASTICE A SILY, KTORE NA NE POSOBIA
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Obr. 10.3
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10.2 Elementarne dastice

Z Castic, o ktorych sme doteraz hovorili, st elektrény a neutrina (a samozrejme
aj ich antiGastice) naozaj elementdrne Castice, to znamend, Zze nemaji vnu-
torni Struktiru. Patria do skupiny elementarnych castic, ktoré sa nazyvaju
leptény (z gréckeho - maly) a daju sa rozdelif na tri generacie (Obr. 10.4).
Prvii generaciu tvoria elektrén a elektrénové neutrino, druhti tvoria mién (je
to Castica, o ktorej by sme mohli povedat, Ze je to o nieCo tazsi elektrén) so
svojim neutrinom a tretiu tau (to uZ je naozj ,tazky elektrén“ - jeho hmot-
nost je vicsia ako je hmotnost proténu) so svojim neutrinom. Tieto Castice,
kedZe st elementarne, sa teda spontdnne nemenia na ziadne jednoduchsie c¢as-
tice, dochédza iba k premenam nestabilnych taZsich lepténov - tau a mionu na
najlahsi elektrén, ktory je stabilny. Z tychto ¢astic na$ dnesny Vesmir obsahuje
iba elektrony a elektrénové neutrina. Pozitrény a antineutrina vznikaja iba pri
niektorych radioaktivnych rozpadoch a fazsie leptdony a ich neutrina vznikaja
iba v laboratérnych podmienkach. Vsetky leptény maja polociselny spin a teda
musia spliiaf Pauliho princip a ich dal$ou v§znamnou spolo¢nou vlastnostou je,
Ze nikdy neinteraguju prostrednictvom silnej interakcie, jednoducho ju necitia,
interaguju slabo a pokial maju elektricky néboj, aj elektromagneticky.

Ostatné castice, napriklad protény a neutrény, ktoré sa nachadzajia v jadrach
atémov, maju vnatorna Struktiru, teda nie st elementarne v takom zmysle ako
leptdny. A tak ako je jadro drzané pokope silnou interakciou, vSetky tieto ¢astice
interaguju aj prostrednictvom silnej interakcie. Nazyvaja sa spoloénym nazvom
hadrény (z gréckeho - silny). Postupne sa ukézalo, Ze takychto Castic je velké
mnozstvo. Zaciatkom Sestdesiatych rokov zacal Gell-Mann zaradovat tieto as-
tice do symetrickych mnohouholnikov s 8 (oktet), 9 (nonet) alebo 10 ¢lenmi
(dekuplet) podla niektorych ich zachovévajtcich sa charakteristik. Vytvoril tak
triedy ¢astic a vytvoril tak pre ne obdobu periodickej tabulky prvkov (Obr.
10.5).

Toto vsak nestacilo, lebo ani Mendelejevova tabulka prvkov nebola uspokojivo
vysvetlend, kym sa nepodarilo popisat vnitornd stavbu atémov a odkryt vy-
znam rozdielu v usporiadani elektrénov v jednotlivych hladinach. Tak aj Gell-
Mannovi sa zdalo, Ze hadrény musia mat vntutorna Struktiru, ktora by vysvetlo-
vala, preco sa delia do jednotlivych skupin. Pokisil sa teda najst skupinu ¢astic,
ktoré by boli elementarne a mali také vlastnosti, ze ich vhodnym zostavenim by
sa dali ziskat vSetky hadrény s ich zndmymi vlastnostami - napr. jedna kombi-
nacia by dala protén, druhd neutrén, dalsia pién, atd. Pritom ale velmi rychle
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Rodina Castica Niaboj Hmotnost’
(GeVicd)
Homy - . Z 0.330
(Up) #
Kvarky
Dolny 1
Prva {Down) " " 3 0:333
generacia
Elektrén . B 511x10™
Leptony
Elektronove 4
neutrino = 0 <1.4x10
Pévabny 2 1.65
(Charm) ® & @ 3 :
Kwvarky
Podivny 1
- - 0.436
Druha {Strange) e 8 8 3
generacia
Mion ’ -1 D.106
Leptény
Mionoveé 4
neutrino o 0 <2.5x10

Vrchny 2 3
Kvarky
@ @ @ ||
Tretia (Bottom) 3 :
generacia
Tau - -1 1.78
Leptény
Tau
neutrino o 0 <0.035

Obr. 10.4
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zistil, Ze tato lohu nemoze Uspesne vyriesit, ak sa ma drzat zasady, Ze kazda
elementarna Castica musi mat celo¢iselny ndboj (ako maji vSetky zndme cas-
tice). Prisiel na to, Ze Castice, z ktorych st zloZené hadrény, musia mat naboje
zlomkové - tretinové z naboja elektrénu ¢i proténu. Navrhol tri takéto cCastice, z
ktorych by sa skladali hadrény - barydny (ako protén ¢ neutrén) by sa skladali z
troch Castic a mezény (ako pidn) by sa skladali z dvoch. Pomenoval ich kvarky
a stanovil tri druhy - u (up - hore) s ndbojom +2/3, d (down - dole) s ndbojom
-1/3 a s (strange - podivny). Potom napr. protén sa skladd z 2 u-kvarkov a 1
d-kvarku, neutron z 2 d-kvarkov a 1 u-kvarku. Mezdény sa skladaja z kvarku a
antikvarku, napr. kladny pién z u-kvarku a d-antikvarku (Obr. 10.6) Dnes st

proton neutrén T+

£
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Obr. 10.6
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zname tri dvojice kvarkov (podobne ako tri dvojice lepténov), dalsie tri kvarky
st ¢ (charm - povabny), b (bottom - spodny) a t (top - vrchny) (Obr.10.4).
Nikdy sa nepodarilo pozorovat samostatny kvark a zd4 sa, ze to vyplyva zo sa-
motnej povahy silnej interakcie, ktora drzi kvarky v hadrénoch. Silné interakcia
ma totiz taku zvliStnu vlastnost, Ze narastd s rastom vzdialenosti Castic, me-
dzi ktorymi posobi (podobne ako narastd pruzna sila pri natahovani pruziny).
Ostrelovanie proténov vysokoenergetickymi elektrénmi na zacdiatku 70. rokov
poskytlo dékazy, Ze vo vnutri proténov st rozptylujice body, ktoré odpovedaju
kvarkom a ze kvarky vo vnuatri proténov naozaj existuju.

10.3 Sily v mikrosvete

KedZe gravitacné sila medzi elementarnymi casticami je zanedbatelne slaba, v
mikrosvete sa prejavuju tri zo Styroch zékladnych silovych pdsobeni (interakeif)
prirody - elektromagneticka, slabé a silné. Najslabsia z nich je slaba a najsilnejsia
silna interakcia. Dalsi podstatny rozdiel medzi nimi je ten, Ze kym elektromag-
netickd interakcia mé nekoneény dosah, silnd a slaba maju velmi kratky dosah
rovny rozmeru jadra - asi 1071° m. Bola prijat4 predstava, Ze kazdy typ interak-
cie medzi dvomi Casticami prebieha prostrednictvom vzajomnej vymeny inych
Castic - tzv. vymennych ¢astic danej interakcie (nositelov interakcie). Trochu si
priblizime tato predstavu.

Je to nieco podobné, ako ked dvaja Iudia sediaci kazdy v jednom ¢lne pokojne
sa vznasajucom na pokojnej hladine jazera, si za¢nt naraz vzajomne prehadzo-
vat loptu. Dosledkom bude, Ze ¢lny sa pohnt smerom od seba - teda doslo tu
k silovému posobeniu bez vzajomného dotyku, prostrednictvom prehadzovanej
(vymietianej si) lopty.

7 principu neuréitosti vyplyva jeden velmi prekvapujici zaver, Ze je mozné po-
ru$it zadkon zachovania energie ,zapozi¢anim“ mnozstva energie AFE, pokial sa
vrati do uplynutia ¢asového intervalu At, pricom stvis medzi ¢asom a ,zapozi-
¢anou“ energiou je dany principom neurcitosti:

h

Téato energia sa moZe vyuzit na kredciu castic - energia sa premen{ na hmotnost
Am podla Einsteinovho ekvivalenéného vztahu:

AFE = Amc?,
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takze Gasovy interval, pocas ktorého musi byt energia vratena, je potom:

I

T Ame?’

KedZe energia musi byt vratena predtym ako uplynie ¢asovy interval At, vytvo-
rené Castice zija iba velmi kratko - maju velmi kratku dobu Zivota a nazyvaja
sa virtualne castice.
Mozeme priblizne uréit ako daleko od redlnej ¢astice moze dojst virtudlna cas-
tica, ak sa pohybuje maximélne rychlostou svetla. KedZe po vzdialeni sa do
uplynutia ¢asového intervalu At musi aj vratit spét, vzdialenost uréime:
At

d=c 5
Ak budeme napriklad uvazovat, Ze redlnou Casticou je protén a produkuje vir-
tudlny pién, ktorého hmotnost je 2,48.10728kg, dostaneme pre dobu Zivota
hodnotu At = 4,7.107%* s a pre vzdialenost, kde sa az moze vzdialit d =
0,75.107m. Ako vidiet, virtudlny pién sa méze vzdialit do vzdialenosti pri-
blizne rovnej rozmerom jadier.
Ak budeme uvazovat dva protény v jadre, potom si mozno predstavit, ze jeden
protén emituje virtudlny pidn, ktory sa priblizi k druhému proténu a ten ho
bude absorbovat a nasledne bude opét emitovat virtudlny pidn, ktory sa vrati k
prvému proténu a ten ho absorbuje, takze energia sa vrati tak, ako to pozaduje
Heisenbergov princip neuréitosti. Takto si protény medzi sebou mézu vymienat
virtualne piony. Hideki Yukawa v roku 1934 vyslovil domnienku, Ze ak si dva
protény vzajomne vymiefiaji piény (mezény), vysledkom tejto vymeny bude
velmi silnd prifazliva sila medzi proténmi. Podobne je tomu s neutrénmi. Tato
sila musi mat velmi kratky dosah, pretoZe sa nepozoruje mimo jadra. Predpove-
dany pién bol objaveny v roku 1947 Cecilom Powellom (Nobelove ceny: Yukawa
- 1949, Powell - 1950).
Zasadny vyznam koncepcie ,pozi¢iavania®“ energie na produkovanie virtualnych
Castic, ako to umoznuje princip neurcitosti, tkvie v zovSeobecneni tejto mys-
lienky: vSetky interakcie v prirode mozu byt sposobené vzajomnou vyme-
nou virtualnych castic.
Takymito ¢asticami st vzdy Castice s celo¢iselnym spinom (bozdny). Pre elek-
tromagneticki interakciu si tymito ¢asticami fotény, ktoré maji nulova poko-
jov hmotnost a préve preto je dosah tejto interakcie neobmedzeny. (Podobne
by to malo byt pre gravita¢né pole - jeho vymenn4 castica tzv. gravitén mé4 mat
tiez nulovi pokojovii hmotnost pretoze gravitacia ma tiez neobmedzeny dosah.
Problémom je, Ze gravitén nebol doteraz pozorovany pre spominant slabost

At
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tejto interakcie).

Moézeme si teda predstavif, Ze protény a neutrény v jadre si neustile medzi
sebou vymienaja pidny a tym vznikd vzajomné silové pésobenie, ktoré ich drzi
pokope. My vsak uz vieme, Ze ani protény, ani neutrény nie si elementarne cas-
tice, ale Ze sa skladaju z troch kvarkov, a ani pidény nie st elementarne, ale kedze
su mezoénmi, skladaji sa z dvojice kvark - antikvark. Takze ak sa dostavame do
rozmerov vniitra proténu (< 10715 m) vyvstava otézka, ¢o drzi kvarky v had-
rénoch - ¢o je silnd interakcia na elementarnej Grovni. Tato otdzku (a mnohé
dalsie) riesi kvantova chromodynamika - tedria silnych interakeii. Podla nej
je vymennou ¢asticou silnej interakcie medzi kvarkami gluén a této interak-
cia mé takd zvlastnu vlastnost, Ze je velmi slaba pokial st kvarky blizko seba
(napr. vo vnatri hadrénu), ale stdva sa velmi silnou, ak sa snazime kvarky od
seba oddialif. MoZno si tu predstavif analdgiu so silou pruziny, ktord tieZ na-
rastd s roztahovanim pruziny. A je tu eSte jedna analdgia: ak sa nadm aj podari
vyvinat dostato¢éni silu na roztrhnutie pruziny, dva takto ziskané tutrzky buda
opif podobnymi pruzinami s dvomi koncami. Podobne, ak sa ndm dostatocne
energetickou nalietavajicou ¢asticou podari rozbif hadrén, to ¢o vznikne buda
opit hadrény a kvarky ostanti nadalej v nich skryté. Kvantova chromodynamika
zavadza dalsiu vlastnost kvarkov - tzv. farbu, priCom existuji tri rozne farby
a rozne farby sa pritahuju (podobne ako néboje roznych typov). Spominané
zvlaStne vlastnosti silnej interakcie st dané aj tym, Ze aj jej nositel gluén ma
farbu ( na rozdiel od foténu v pripade elektromagnetickej interakcie, ktory nema
elektricky naboj).

Napr. proton je zlozeny z troch kvarkov roznych farieb a navonok je farebne ne-
utrlny (tri farby zmieSanim daji neutrdlnu - bielu farbu). Pozorovat mozeme
iba farebne neutralne objekty a to je dovod, pre¢o nepozorujeme samostatny
kvark.

Slaba interakcia je slabSia ako elektromagneticka, ak pdsobi na hranici svojho
dosahu, teda na vzdialenost rozmeru jadra. Ak ale sa interagujtce Castice k sebe
priblizia, intenzita slabej interakcie sa zvysuje a pri vzdialenostiach ~ 10717 m
sa stdva porovnatelnou s elektromagnetickou. V 70. rokoch bola navrhnuté te-
oria, ktora zjednocovala elektromagnetickl a slabii interakciu - tzv. elektro-
slaba tedria. Nositelom elektromagnetickej Gasti interakcie bol fotén a slabé
dast zjednotenej interakcie mala mat dva elektricky nabité nositele a jeden elek-
tricky neutralny, vSetky velkej hmotnosti (kratky dosah tejto interakcie) - ré-
dovo stokrat tazsie ako protén. Tieto ¢astice, tzv. tazké bozény W+, W=, Z
boli experimentalne objavené zaciatkom 80. rokov, pri¢om snaha o ich objav
bola motivaciou kvalitativnej zmeny v experimente, boli produkované tzv. pro-
tibezné zvizky vysokoenergetickych cGastic, takze uz nie nalietavajica strela
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nardzajica na nehybny tercik, ale dva zrézajice sa zvizky nalietavajice oproti
sebe, ¢o umoznilo znacne zvysit energiu zrdzky a tym pravdepodobnost ob-
javu takych hmotnych ¢astic, ako boli predpovedané fazké bozény. Elektroslabd
tedria bola tymto potvrdena. Tento objav a jeho néasledné experimentalne po-
tvrdenie bolo také vyznamné, Ze ako teoretici Glashow, Weinberg a Salam, tak
aj experimentélni fyzici Rubia a Van der Meer ziskali Nobelove ceny.

Styri sily v prirode
sila pdsobina intenzita | deosah sprovstre.dkujuca
Zastica

ajyanietng Véetky leptény a 6x10° neohraniéeny | gravitén
hadrény

slaba Véetky leptény a 10° w10 m —
hadrény

elektromagneticka | Mabité leptony a 1137 neohraniéeny fotén
hadrény

silna Wéetky hadrony 1 = 10%m gluén

Obr. 10.7

Dnes teda pozndme Styri typy interakcii (Obr.10.7). Gravita¢na interakcia je
hybnou silou vo Vesmire. Elektromagneticka interakcia drzi elektrény v até-
moch a silnd nukledny v jadréch. Slabd interakcia je zodpovednd za rozpady (a
teda z nasho pohladu nie je takéa dolezita pre nés svet ako ostatné tri interakcie).
KedZze, ako sme uviedli, existuje jedina elektroslab4 interakcia, mozeme sa pytat,
preco su elektromagnetické a slabé aspekty tohto jediného javu také odlisné. Je
tomu tak preto, lebo Zijeme za nizkych teplot. Keby bola teplota ovela, ovela
vyssia ako je v dneSnom naSom svete ( ako skutocne bola v urditej vyvojovej
etape Vesmiru a ako dnes vieme simulovat v experimente s vysokoenergetickymi
protibeznymi zvizkami), existovala by naozaj len jedina interakcia. S poklesom
teploty sa oba aspekty od seba oddeluju - jedina interakcia sa prejavuje v dvoch
napadne odlisnych podobach. Opidf mozeme pouzit analdgiu: voda existuje v
troch skupenstvach - ako kvapalina, lad a para. Ludom neznalym nasho sveta
by sa zdalo, Zze st to tri Gplne rézne latky, medzi ktorymi nie je ziaden suvis.
Predpokladajme, ze teplota by bola dostato¢ne vysoka, takze vSetka voda by
existovala iba v plynnom skupenstve, bola by teda viditelne jedinou latkou s
jedinym stiborom vlastnosti. Ak teplota klesne, ¢ast pary skvapalnie a voda a
para buda v rovnovéhe. Takto mame dve rozne latky s dvomi velmi rozdielnymi
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stibormi vlastnosti. Ak teplota klesne eSte nizsie, ¢ast vody zamrzne a mame
lad, vodu a paru, vSetko v rovnovahe, vzhlad a vlastnosti vSetkych troch stcasti
st uplne odlisné. Napriek tomu vSetky tri si v podstate tou istou latkou.
Potvrdenie elektroslabej zjednocujtcej tedrie nds povzbudzuje v nasich dalsich
zjednocovacich tvahach. Podla tychto predstdv na pociatku Vesmiru (bezpro-
stredne po tzv. velkom tresku) bola nepredstavitelne vysoka energia a v tomto
okamziku existovala jedina interakcia. S poklesom teploty (podla naSich meri-
tok velmi rychlym) sa oddelila ako samostatné interakcia gravitacia, ktord s
pokracujucim poklesom teploty slabla. Potom sa oddelila silné interakcia a na-
koniec slaba a elektromagnetickd a takto v dneSnom (chladnom) svete mame
Styri interakcie.
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